CALCULADORA GRÁFICA (TI-82,TI-83 y TI-83 Plus)


Con la ayuda de la calculadora gráfica puedes:

· Calcular la tasa de variación media de una función en un intervalo.

· Calcular la derivada de una función en un punto (de forma aproximada).

· Localizar los puntos de tangente horizontal  (f ’(x) = 0).

· Dibujar la recta tangente a una función en un punto.

· Estudiar el crecimiento y decrecimiento de una función.

· Obtener las asíntotas y ver la posición de la curva respecto a ellas.

· Representar cualquier función; entre otras, las polinómicas y las racionales.

Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO 1. Tasa de variación media

Halla la tasa de variación media de la función  f(x) =
[image: image1.wmf]x
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  en el intervalo  [1, 3]  e indica si dicha función crece o decrece en ese intervalo.

· Para poder hallar la T.V.M., necesitas saber:

Cuál es la función  (  f(x)=
[image: image2.wmf]x
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Cuál es la variable  (  x 

Cuál es el centro del intervalo  (  2

Cuál es el radio del intervalo (la mitad de su longitud)  (  1

Una vez que lo tengamos claro, introduce los valores en la calculadora como sigue:

-
Pulsa    MATH     8   y en la pantalla principal aparecerá:

n Deriv (

· Escribe los datos necesarios:

  1     (     X,T,…     ,     X,T,…     ,   2   ,    1    )    .
(
(
(
Función
Variable
Centro del    Radio del 
 intervalo      intervalo

También puedes introducir  
[image: image3.wmf]x
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  en Y1 y teclear:
  MATH     8     VARS    (    1     1     ,     X,T,…     ,     2     ,     1     )    (1)
-
Pulsa   ENTER   y obtendrás  -.333333333

-
Si lo quieres expresar en forma de fracción, pulsa   MATH     1     ENTER   y obtendrás  (1/3.
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· Por tanto,  T.V.M [1, 3] = 
[image: image5.wmf]3
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· Como la T.V.M. es negativa, la función decrece en ese intervalo.

EJEMPLO 2.·Derivada de una función en un punto

Calcula  f ’(2),  siendo  f(x) = 
[image: image6.wmf]x
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Para calcular la derivada en un punto hay que hallar la tasa de variación media en un intervalo que contenga al punto, y que sea de longitud "muy pequeña". En este ejemplo, vamos a considerar:

Función  (  f(x) =
[image: image7.wmf]x
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Variable  (  x
Centro del intervalo  (  2 (punto en el que queremos calcular la derivada)

Radio del intervalo  (  0,00001

Introduce los valores igual que has hecho en el ejemplo anterior:

Pulsa    MATH     8  .

Escribe:

  1     (     X,T,…     ,     X,T,…     ,     2     ,     .     0     0     0     0     1     )    .
También puedes recuperar la instrucción anterior pulsando   2nd   [ENTRY] dos veces.

Desplaza el cursor a la izquierda y colócalo sobre el 1 (radio del intervalo), teclea
 .  0 0 0 0 1   )   .

En la pantalla aparecerá:

n Deriv   (
[image: image8.wmf]x
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,  x,  2,  .00001)

Pulsa   ENTER   y obtendrás  -.25

NOTA PARA TI-82

(1)
Teclea   MATH     8     2nd   [Y-VARS]   1     1  ...

Si lo quieres expresar en forma de fracción, pulsa   MATH     1     ENTER   y obtendrás  
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Por tanto,  f ’(2) = 
[image: image10.wmf]1
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b)
También es posible averiguar el valor de la derivada en un punto, de manera aproximada, sobre la gráfica de la función.

Introduce en  Y1  la función  
[image: image11.wmf]x
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  y borra o desactiva las demás funciones.

Como queremos encontrar  f ((2), basta representar la función para los valores de 
  WINDOW   siguientes:

Xmin = (5   ;    Xmax = 5   ;   Ymin = (5   e   Ymax = 5.

Pulsa   WINDOW   e introduce estos valores, Xscl = Yscl = 1.

Pulsa   2nd   [CALC]   6   (dy/dx)

Aparece en la pantalla:

[image: image12.png]



Pulsa  (  para acercarnos a  X = 2, el cursor aparece, por la parte superior de la gráfica, recorriéndola. Lo situamos lo más cerca posible de  X = 2. Debido al tamaño del píxel hemos de situarlo en  1.91... o en  2.02... Lo dejamos en este segundo punto y pulsamos   ENTER  .

[image: image13.png]



Con lo que obtenemos un valor aproximado para  f ((2).

TI-83 y TI-83 Plus tienen otra posibilidad gráfica que consiste en teclear:

  2nd   [CALC]   6   2   ENTER  .

(
Para averiguar  f ((2).
[image: image14.png]



Esta aproximación es bastante mejor que la anterior.

EJEMPLO 3. Recta tangente a una función en un punto

Dibuja la recta tangente a la función 
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Empezamos representando la función:

Pulsa    Y=    (borra las funciones que haya con   CLEAR   ).

Escribe en  Y1:

  X,T,...     ^     3     (     3     X,T,...     x2     (     3     X,T,…     +     5  ..

[image: image16.png]



Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

[image: image17.png]



Pulsa   GRAPH   y ya tienes la gráfica. Ahora queremos trazar la recta tangente en

x = (1.

· Con TI-82

Pulsa   CLEAR     CLEAR  .
Pulsa   2nd   [DRAW]   5  . Aparecerá en la pantalla:

tangent (

Introducimos la función y el punto:

  2nd   [Y-VARS]   1     1     ,     (()    1    )     ENTER   .
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Te aparecerá de nuevo la gráfica de la función, y a continuación se trazará la recta tangente en  x = (1.

[image: image19.png]



· Con TI-83 y TI-83 Plus

Pulsa   2nd   [DRAW]   5  .

Aparece la pantalla:
[image: image20.png]



Teclea   (()   1   ENTER   y obtendrás:

[image: image21.png]



Observamos la recta tangente y su ecuación, cuyos coeficientes son aproximados debido al método de cálculo que usa la calculadora.

Deducimos que  Y1(((1) = 6  y la ecuación de la recta tangente es  y = 6x + 10.

En todos los modelos, para borrar esta u otras rectas tangentes teclear:


  2nd   [DRAW]   1   (clrDraw).

EJEMPLO 4. Puntos de tangente horizontal

Halla los puntos de tangente horizontal de la función:
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Empecemos representando la función  
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Pulsa   Y=   (si hay alguna función escrita, la puedes borrar con   CLEAR   ).

Introduce la función:


   X,T,...     ^     3     (     3     X,T,...     x2     (     9     X,T,…     (     1   

Pulsa   ZOOM     6  . La gráfica no cabe en la pantalla.

Pulsa   WINDOW   para introducir los intervalos de valores en los que quieres que varíen  x  e  y.

Para esta función se pueden tomar, por ejemplo, los siguientes:

[image: image24.png]



Para saber qué valores son los adecuados, puedes ir probando distintas posibilidades y ver cómo va quedando la gráfica.

Pulsa   TRACE  . Aparecerá la gráfica de la función con el cursor sobre la curva y podrás visualizar las coordenadas del punto sobre el que está situado. Puedes moverte por la gráfica con las teclas   (   y   (  .

[image: image25.png]



Observa que la función tiene un máximo y un mínimo. Localiza sus coordenadas, situando el cursor lo más cerca posible de esos puntos:

Si te sitúas en el máximo, verás que sus coordenadas son aproximadamente  ((1, 4).

Si te sitúas en el mínimo, ves que sus coordenadas son aproximadamente  (3, (28).

Además, vemos que no hay más puntos con tangente horizontal. La derivada se anula en   x = (1   y  x = 3.

Compruébalo tecleando:

  MATH     8     VARS    (    1     1     ,     X,T,...    ,    (()   1  ,    .   0 0 0 0 0 1   )  .
  ENTER    (1)  

  2nd     ENTRY   (desplaza el cursor a la izquierda y sustituye  (1  por  3,  borra caracteres sobrantes con   DEL  )   ENTER  .

[image: image26.png]



NOTAS PARA TI-82

(1)
Sustituye   VARS    (   por   2nd   [Y(VARS]

Puedes conseguir más precisión gráficamente con la opción   ZOOM     2     ENTER  . Así se amplía la zona en la que está situado el cursor y, moviéndolo sobre la curva con las teclas  ( ,  ( ,  (  y  ( , puedes aproximarte más a las coordenadas de los puntos que buscas.

Tienes que pulsar   TRACE   para poder desplazarte sobre la gráfica.

La opción inversa a    ZOOM     2     ENTER    es  ZOOM     3    ENTER  .

Para visualizar la gráfica como la tenías al principio, debes volver a introducir los valores iniciales en   WINDOW   .
EJEMPLO 5. Crecimiento y decrecimiento de una función

Estudia el crecimiento y decrecimiento de la función del ejemplo anterior:
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Representa la gráfica de la función, tal como se indica en el ejemplo 4. Como ya has localizado el máximo en  x = (1  y el mínimo en  x = 3,  y tenemos la gráfica, es fácil observar que la función es creciente en  ((( , (1) ( (3, +()  y es decreciente en ((1, 3).

EJEMPLO 6. Gráfica de una función polinómica

Representa gráficamente la función:
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A partir de la gráfica, indica cuáles son los máximos y mínimos de la función, los puntos de corte con los ejes y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Representación gráfica:

· Pulsa   Y=   (si hay alguna función escrita, puedes borrarla con   CLEAR   ).

· Introduce la función:



   X,T,...     ^    3    +    3    X,T,...     x2   .

· Pulsa   ZOOM     6  .

· Pulsa   WINDOW   para introducir los intervalos de valores en los que queremos que varíen  x  e  y.

Para esta función puedes tomar, por ejemplo, los siguientes:

[image: image29.png]



· Pulsa   TRACE  . Aparecerá la gráfica de la función con el cursor sobre la curva y podrás visualizar las coordenadas del punto sobre el que está situado. Puedes moverte por la gráfica con la teclas   (   y    (  :

[image: image30.png]



· Observa que la función tiene un máximo y un mínimo.

Averiguamos cuáles son las coordenadas de esos puntos con las opciones:
  2nd   [CALC]   3   (minimum) y

  2nd   [CALC]   4   (maximum).

Tecleamos   2nd   [CALC]   3  :
TI-82
TI-83 y TI-83 Plus

[image: image31.png]


                                 [image: image32.png]



Pulsa  (  para acercar el cursor que hay sobre la gráfica al mínimo, aproximadamente hasta  x = (0.3.

Pulsa   ENTER  .

Ahora hemos de responder a la pregunta de la calculadora (Upper Bound?  o Right Bound?) volviendo a pulsar  (  hasta superar el mínimo. Aproximadamente hasta  
x = 0.3.

Pulsa   ENTER    (    ENTER  .

Después de unos segundos aparece:

[image: image33.png]



Es decir, el valor del mínimo esta en (0, 0).

Puedes obtener valores aún más aproximados pulsando   ZOOM     2     ENTER   .
  TRACE   y desplazándote por la gráfica.

Obtenemos el punto en el que está el máximo pulsando  WINDOW  para restablecer la ventana inicial:

Xmin = (5   ;   Xmax = 3   ;   Ymin = (5   e   Ymax = 5

Pulsa   2nd   [CALC]   4  .

Vamos respondiendo a las preguntas de la calculadora como lo hemos hecho antes:

Pulsamos  (  hasta sobrepasar el máximo y   ENTER  . Después,  (  para colocar el cursor a la derecha del máximo y   ENTER    (    ENTER  .

Obtenemos

[image: image34.png]



Por tanto, el máximo está en ((2, 4).

Parece que no hay más puntos con tangente horizontal. Puedes comprobar que la derivada se anula en  x = (2  y  x = 0  como lo hicimos en el ejemplo 5.

Puntos de corte con los ejes

Situándote sobre ellos con el cursor, verás que son aproximadamente  ((3, 0)  y el  (0, 0).

Utilizaremos la opción   2nd   [CALC]   2   (root en TI-82 y zero en TI-83 y TI-83 Plus) para averiguar las coordenadas de esos puntos de corte con el eje  X.

Pulsa   2nd     CALC     2   y ve respondiendo a las preguntas que hace la calculadora como lo has hecho hasta ahora para encontrar el mínimo y el máximo:

· Desplazar el cursor a la izquierda del primer punto de corte, pulsando  (  y pulsar   ENTER  .

· Desplazar el cursor a la derecha de ese punto, pulsando  (  y pulsar   ENTER  .

· Pulsar  (    ENTER  .

Después de unos segundos aparece de nuevo la gráfica con el cursor sobre el punto que buscábamos y en la última línea de la pantalla las coordenadas:
x = (3,  y = 1E ( 12.

El punto es ((3, 0).

Repitiendo el procedimiento completo obtenemos que el otro punto de corte es 
(0, 0).

Para obtener el punto de corte con el eje  Y  hacemos   2nd   [CALC]   1   (value).

Teclea 0  ENTER  y obtendrás la otra coordenada del punto. Para esta función (0, 0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Con lo que ya sabes, y observando la gráfica, ves que la función es creciente en

(((, (3) ( (0, +()  y decreciente en  ((3, 0).

Además  
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EJEMPLO 7. Gráfica de una función racional

Representa gráficamente la función:
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A partir de la gráfica, di cuál es su dominio de definición, los puntos de corte con los ejes, las asíntotas, los puntos singulares y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Pulsa    Y=    (si hay alguna función escrita, bórrala con    CLEAR   ).

Introduce la función:

  (     X,T,...     x2     (     4     )     ÷     (     X,T,…     x2     (     1     )  .

Pulsa   ZOOM     6  .

Si tienes seleccionado   MODE   Connected aparecerá:
[image: image38.png]



Si seleccionas   MODE   Dot y pulsas   GRAPH  :

[image: image39.png]



Ten en cuenta que las líneas verticales del primer gráfico no son de la función, pero te sirven para tener una idea sobre el dominio de la función, los puntos de discontinuidad y las asíntotas verticales.

Dominio de definición

Observa que es  R({1, 1}.

Compruébalo utilizando la opción   2nd   [CALC]   1   (value), averiguando el valor de  Y1  para  x = (1  y para  x = 1. No obtienes valor para  y.

También puedes construir una tabla de valores que contenga a  x = (1  y  x = 1. Obtendrás ERROR en la columna de  Y1  para estos valores de  x.

Puntos de corte con los ejes

Situándote con el cursor sobre esos puntos, vemos que:

· Corta el eje   X   en  ((2, 0)  y en  (2, 0).

· Corta el eje  Y  en  (0, 4).

Puedes aplicar los procedimientos explicados en el ejemplo anterior.

Asíntotas verticales

Son  x = (1  y  x = 1. Puedes, también, escribir la posición de la curva respecto a ellas:
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Asíntota horizontal

Al situarte en valores de  x  cada vez más grandes, ves que  y  va tomando valores cada vez más próximos a  1,  pero menores que  1:
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(la curva va por debajo de la asíntota)

Cuando  x ( ((, ocurre lo mismo.
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(la curva va por debajo de la asíntota)

Puedes hacerlo desplazando el cursor sobre la gráfica o con una tabla.

Luego  y = 1  es la asíntota horizontal. Puedes representarla junto a la función de esta manera:

Pulsa    Y(  . Sitúate con   (   en  Y2=   y escribe: 1
Pulsa    TRACE   .

[image: image46.png]



Puntos singulares

Observa que hay un mínimo en  (0, 4). La derivada solo se anula en  x = 0.

Puedes aplicar los procedimientos de los ejemplos anteriores.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento

Fíjate que la función es decreciente en  (((, (1) ( (1, 0)  y creciente en  (0, 1) ( (1, +()

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Con la calculadora gráfica se pueden trabajar y comprobar muchos de los “Ejercicios y Problemas Propuestos” de la unidad 7 del libro de texto.

Por ejemplo: 2, 5, 11,  53, 59, 66, 76, 77, 78, 79, 86, 87, 88, 89 y 90.
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