CALCULADORA GRÁFICA (TI-82, TI-83 y TI-83 Plus)

Con la calculadora gráfica es posible estudiar el comportamiento de los términos de una sucesión, tanto gráficamente como calculando términos suficientemente alejados del comienzo o visualizando una tabla de la misma.

Asimismo, la calculadora puede utilizarse para calcular sumas de términos de una sucesión cualquiera, en particular de una progresión aritmética o geométrica.

2.1
CÓMO TRABAJAR EN LA CALCULADORA CON SUCESIONES


Con la calculadora en funcionamiento, pulsa la tecla   MODE   y desplaza con  (  el cursor a la cuarta línea; después, pulsando  ( , colócalo sobre  Seq  y pulsa   ENTER  .
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Pulsa   Y=   para introducir el término general de la sucesión.

A continuación, explicamos cómo teclear dicho término general para los modelos TI-82, o TI-83 y TI-83 Plus, ya que hay alguna diferencia importante:

a)
Para TI-82

Al pulsar   Y=   obtenemos la pantalla siguiente:
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Es posible trabajar simultáneamente con dos sucesiones,  un  y  vn,  que pueden definirse dependiendo de la variable  n  (  2nd   [9])  o de  un(1  (  2nd   [7])  o  vn(1  
(  2nd   [8]).

Para observar gráficamente los términos de la sucesión tenemos que:

· Definir el formato de los ejes, para lo que pulsaremos   WINDOW    (  para seleccionar FORMAT y obtener la pantalla
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Debemos tener en todas las líneas destacada sobre fondo negro la primera de las opciones, en particular  Time  en la primera línea. De no ser así, con las teclas de mover el cursor ( ( ,  ( ,  (  y  ( ), lo colocaríamos sobre estas opciones y pulsaríamos   ENTER   para seleccionar la primera de cada línea.   

Así, en el eje de abscisas de la pantalla (x) se representará la variable  n,  y en el eje de ordenadas (Y), los términos de la sucesión.

· Definir la ventana de visualización, pulsando   WINDOW  .
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Pulsando  (  varias veces verás el resto de las variables de la ventana:
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unStart (y vnStart) es el valor de un (vn) para n=nStart, es decir, es el valor del primer término que se calcula en la sucesión.

nStart es el valor de  n  con el que se inicia el cálculo.

nMin es el valor de  n  con el que se inicia la gráfica.

nMax es el valor de  n  con el que finaliza la gráfica.

Xmin y Xmax son los extremos del eje x que se verá en pantalla.

Xscl es la distancia entre las marcas en el eje X (escala).
Ymin y Ymax son los extremos del eje Y que se verá en pantalla.

Yscl es la distancia entre las marcas en el eje Y (escala).
Todos estos valores pueden ser modificados en cualquier momento para observar con detalle los términos de la sucesión que estemos estudiando, desplazando el cursor, tecleando los valores deseados y pulsando   ENTER   después de cada uno.

· Definir un gráfico continuo o de puntos para los términos que representaremos.

Pulsando   MODE  , desplaza el cursor, con  ( , a la quinta línea. Colócalo sobre  Connected  o sobre  Dot  y pulsa   ENTER   para que el gráfico una los puntos correspondientes a los términos representados, o no lo haga.

b)
Para TI-83 y TI-83 Plus

Al pulsar   Y=   obtenemos la pantalla siguiente:
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Es posible trabajar simultáneamente hasta con tres sucesiones,  u(n), v(n)  y  w(n).

Las tres líneas que van precedidas por un trazo recto inclinado están destinadas a contener los términos generales de las sucesiones, que pueden definirse dependiendo de la variable  n  (tecla   X, T, (, n  ) o de los términos  u(n ( 1)  y/o  u(n ( 2).

El valor  nMin  aparece, inicialmente, como 1. La calculadora averiguará y representará los términos de la sucesión a partir de  n = 1. Este valor puede ser modificado sin más que colocar el cursor sobre él, pulsando  ( , y teclear el número deseado.

u(nMin), v(nMin)  y  w(nMin) deberán contener los valores iniciales si las sucesiones son recurrentes. Si están definidas dependiendo de  n,  esas líneas no contendrán ningún valor.

Para observar gráficamente los términos de la sucesión tenemos que:

· Definir el formato de los ejes, para lo que pulsaremos   2nd   [FORMAT] y obtendremos la pantalla
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Debemos tener en todas las líneas destacada sobre fondo negro la primera de las opciones, en particular  Time  en la primera línea. De no ser así, con las teclas de mover el cursor ( ( ,  ( ,  (  y  ( ), lo colocaríamos sobre estas opciones y pulsaríamos   ENTER   para seleccionar la primera de cada línea. Así, en el eje de abscisas de la pantalla (X) se representará la variable  n,  y en el eje de ordenadas (Y), los términos de la sucesión.

· Definir la ventana de visualización, pulsando   WINDOW  .
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Pulsando  (  varias veces veremos el resto de la variables de la ventana: 
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nMin  es el valor más pequeño de  n  que se evalúa y  nMax  es el valor más grande de  n  que se evalúa. Corresponden a los lugares primero y último que vamos a estudiar de la sucesión.

PlotStart  es el primer término de la sucesión que se dibuja. Si  PlotStart=1, comienza a dibujar en el primer término de la sucesión.

PlotStep  es el incremento del valor de  n  para la representación gráfica. Si PlotStep=1, se dibujarán todos los términos de la sucesión a partir del indicado en PlotStart.

Xmin  y  Xmax  indican la parte del eje  OX  que aparecerá en la pantalla. Para representar sucesiones conviene que  Xmin ( 0.

Xscl  sirve para indicar la separación entre las marcas de graduación del eje OX (escala).

Ymin  e  Ymax  indican la parte del eje  OY  que aparecerá en la pantalla.

Yscl  servirá para indicar la escala del eje  OY.

Todos estos valores pueden ser modificados en cualquier momento para observar con detalle los términos de la sucesión que estemos estudiando, desplazando el cursor, tecleando los valores deseados y pulsando   ENTER   después de cada uno.

· Definir el tipo de trazo para los términos de la sucesión. Al pulsar  Y=  para entrar en el editor de sucesiones, veíamos un trazo recto inclinado delante de  u(n), v(n)  y  w(n).  Este trazo admite tres tipos:
     Representa cada término de la sucesión con un punto ( ( ).

     

     Veremos una línea “delgada” uniendo los puntos.


     Veremos una línea “gruesa” uniendo los puntos.

Para seleccionar uno de los tres, después de pulsar   Y=   pulsa las teclas de mover el cursor, coloca este sobre el signo  =  de la sucesión deseada. Pulsando  ( , el cursor se situará sobre el trazo. 

Pulsando   ENTER   una vez el trazo cambiará de aspecto. Pulsa   ENTER . tantas veces como desees hasta que tengas aquel con el que vayas a representar la sucesión y vuelve a mover el cursor hacia la derecha pulsando  (  dos veces.

2.2
LA CALCULADORA PARA BUSCAR EL LÍMITE DE UNA SUCESIÓN


EJEMPLO 1

Estudia el comportamiento de estas sucesiones e indica cuál es su límite:
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( Para TI-83 y TI(83 Plus

Pulsa   MODE   para comprobar que tienes seleccionado (en la cuarta línea)  Seq y, a continuación,   2nd   [FORMAT] para seleccionar (en la primera línea)  Time.

a)
Pulsa   Y=   para introducir el término general de un.

Teclea para  nMin  el valor 1 y pulsa   ENTER  .

Teclea ahora  (    2     X, T, (, n     (     3    )   (   (    X, T, (, n     +     5     )  .
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Si no estuviera seleccionado el trazo       a la izquierda de  u(n),  para representar cada término con un punto ( ( ), lo seleccionaríamos  como se explica en 2.1.

Veamos primero una tabla con algunos términos de la sucesión: pulsa  2nd  [TBLSET] para definir la tabla:
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Así veremos el valor de todos los términos desde el primero. Pulsa   2nd   [TABLE]
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Pulsando  (  varias veces desplazas hacia abajo el cursor que está sobre el “1” y podrás ver más términos de la sucesión.

Si pulsas  (  desplazas el cursor a la columna de los términos de la sucesión,  u(n).
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En la última línea vemos el valor del término decimosegundo, con 9 cifras decimales.

Pulsando  (  irás viendo más términos de la sucesión. Por lo que observamos en la tabla, los términos de la sucesión van aumentando, despacio, a medida que se alejan del primero.

Para acercarnos al límite de esta sucesión, si es que existe, vamos a definir una nueva tabla en la que vemos términos más alejados del principio. Pulsa  2nd  [TBLSET] e introduce los valores  TblStart = 100  e  (Tbl = 100.
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Pulsa  2nd  [TABLE] y espera unos segundos mientras la calculadora calcula los términos que le hemos pedido. Vemos que  u(700) = 1,981560284.

El límite de la sucesión podría ser 2.

Observemos gráficamente los términos de la sucesión:

Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

nMin = 1
nMax = 500
PlotStart = 1
PlotStep = 1      

Xmin = 0
Xmax = 500
Xscl = 25

Ymin = -1
Ymax = 3
Yscl = 0.5

Pulsa   GRAPH   .
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El gráfico aparece como una línea continua porque tenemos representados los 500 primeros términos (500 puntos) en un espacio pequeño (la pantalla de la calculadora).

Si pulsas   TRACE  ,
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Pulsando  ( , un cursor parpadeante irá recorriendo la gráfica hacia la derecha y en las dos líneas inferiores de la pantalla aparecerán el lugar  (n)  y el valor del término que ocupa ese lugar  (y).

Todo el gráfico queda por debajo de  y = 2  y a medida que avanza el cursor hacia la derecha los valores de  Y (un)  están más cerca de dos.

Vamos a calcular algunos términos aún más avanzados en la pantalla principal: 

Pulsa   2nd   [QUIT]   CLEAR   .
Teclea 1000   STO     X, T, (, n     ENTER  .

Teclea   (     2     X, T, (, n     (     3     )     (     (     X, T, (, n     +  .
  5     )     STO     ALPHA     A     ENTER  .  
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Teclea un valor de  n  más grande:

10000   STO     X, T, (, n     ENTER  .
Pulsa   2nd   [ENTRY] dos veces hasta que recuperes en pantalla la expresión del término general de la sucesión y pulsa   ENTER  :
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Así, podemos calcular tantos términos como queramos, suficientemente alejados del principio, y confirmar la hipótesis de que  
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b)
Introduce en  v(n)  el término general de la sucesión:

Pulsa   Y=  , coloca el cursor sobre el signo   =   a la derecha de  u(n)  y pulsa
  ENTER  . Así, has desactivado la sucesión  u(n), pero no la has borrado.

Pulsa  (  y  (  y teclea   3     (     2     ^     X, T, (, n   .  

Pulsa   2nd   [TBLSET] para definir una tabla de la sucesión. Introduce los valores  TblStart = 1  e  (Tbl = 1.

Pulsa   2nd   [TABLE].
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Desplazando el cursor a la derecha, con  ( , y hacia abajo, pulsando  (  varias veces, observa que los términos de la sucesión son negativos, salvo el primero, y que su valor absoluto aumenta con bastante rapidez (prácticamente se duplica de un término al siguiente).

Pulsando   WINDOW  , introduce los siguientes valores para la ventana gráfica:

nMin = 1
nMax = 50
PlotStart = 1
Plot Step = 1

Xmin = 0
Xmax = 50
Xscl = 10

Ymin = -300000
Ymax = 1
Yscl = 50000

Pulsar   GRAPH    .
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Los puntos que representan los términos de la sucesión están más abajo a medida que se alejan del primero. Los primeros términos se confunden con el eje OX.

Pulsa   TRACE   y  ( . Verás al cursor “saltar” desde cada término al siguiente cada vez que pulses  ( . El último término que se ve en la pantalla es el decimoctavo. Si sigues pulsando  ( , el cursor desaparece, pero seguirás viendo el valor de los términos que están más abajo, fuera de la pantalla.

Puedes salir a la pantalla principal para calcular términos aún más alejados, como se explicó en la sucesión anterior.

Comprobarás que  
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(Para TI-82

Pulsa   MODE   y selecciona las opciones  Seq  y  Dot  para trabajar con sucesiones y hacer gráficos de puntos. 

A continuación, pulsa   WINDOW    (   para seleccionar FORMAT y selecciona  Time.

a)
Pulsa   Y=   y teclea el término general de la sucesión  un:

  (     2     2nd   [n]   (     3     )     (     (     2nd   [n]   +     5     )    .
Veamos primero una tabla con algunos términos de la sucesión: 

Pulsa   2nd   [TblSet] para definir la tabla:
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Así veremos el valor de todos los términos desde el primero. Antes de ver la tabla define la ventana de visualización pulsando  WINDOW  e introduciendo los valores:

unStart = -1/6
nStart = 1
nMin = 1
nMax = 50

Xmin = 0
Xmax = 50
Xscl = 10

Ymin = (1
Ymax = 2
Yscl = 0.5

Pulsa   2nd   [TABLE]:
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Pulsando  (  varias veces desplazás el cursor que está sobre el “1” hacia abajo y podrás ver más términos de la sucesión.

Si pulsas  ( , desplazas el cursor a la columna de los términos de la sucesión,  un.

En la última línea vemos el valor de cada uno de ellos, con más de 10 cifras decimales.

Observa que la sucesión es creciente; los términos de la sucesión van aumentando, despacio, a medida que se alejan del primero.

Para acercarnos al límite, si es que existe, vamos a definir una nueva tabla en la que se vean términos más alejados del principio.

Pulsa   2nd   [TblSet] e introduce los valores  TblStart = 100  e  (Tbl = 100.

Pulsa   2nd   [TABLE] y espera unos segundos mientras la calculadora calcula los términos que le hemos pedido.

Vemos que  w700 = 1,98156028369.

El límite de la sucesión podría ser 2.

Observemos gráficamente el comportamiento de términos de la sucesión. Ya tenemos definida la ventana de visualización. Pulsa   GRAPH  .

Vemos representados los 50 primeros términos de la sucesión.

Si pulsas   TRACE    ( , verás un cursor parpadeante sobre el primer término. Pulsando  (  el cursor va pasando por todos los puntos y en la línea inferior aparece el valor de  n  y el de  un.

Pulsando  (  vuelves al primer punto.

Observa que todo el gráfico queda por debajo de  y = 2  y a medida que avanza el cursor hacia la derecha los valores de  un  están más cerca de  2.

Calculamos algunos términos aún más avanzados en la pantalla principal: pulsa 
  2nd   [QUIT]   CLEAR  .

Repite el proceso explicado al final para TI-83 y TI-83 Plus, salvo que la tecla 
  X, T, (, n   se sustituye por   2nd   [n].

Llegamos a la conclusión de que  
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b)
Introduce en  vn  el término general de la sucesión.

Pulsa  Y= , coloca el cursor sobre el signo  =  a la derecha de  un  y pulsa   ENTER . Así hemos desactivado la sucesión  un,  pero no la has borrado.

Pulsa  (  y  ( , y teclea:

  3     (     2     ^     2nd   [n] 

Sigue las mismas instrucciones que para TI-83 y TI-83 Plus, introduciendo en la ventana de visualización ( WINDOW ) los valores  unStart = 0; vnStart = 1 (primer término de vn) y nStart ( 1.

El resto de valores, como se indican para los otros dos modelos.

EJEMPLO 2 

Estudiar si tienen límite o no las siguientes sucesiones:
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Pulsa   Y=   e introduce los dos términos generales (2):

En  u(n):

  (    (()    1     )     ^     X, T, (, n     X, T, (, n    (    (     X, T, (, n     +     4     )  . 

Pulsa  (   ( , y en  v(n):

  (    (()    1     )     ^     X, T, (, n     (     2    X, T, (, n  .
 +    1     )     (     X, T, (, n  .   x2   . 

a)
Coloca el cursor sobre el signo   =   de  v(n)  y pulsa   ENTER   para desactivar esta sucesión y estudiar  u(n).

Pulsa   2nd   [TBLSET] e introduce los valores  TblStart = 1  y  (Tbl = 1 (3)

Pulsa   2nd   [TABLE]. 

Observa que los términos de los lugares impares son negativos, y los de los pares, positivos.

Veamos gráficamente la sucesión: pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

nMin = 1
nMax = 50
PlotStart = 1
PlotStep = 1 (4)

Xmin = 0
Xmax = 50
Xscl   = 10

Ymin = -2
Ymax   = 2
Yscl = 0.5

Pulsa   GRAPH  :
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Al pulsar   TRACE   (5)  y  (  para recorrer los términos de la sucesión, observa que el cursor va “saltando” de un término sobre el eje  X  al siguiente por debajo de ese eje  X  y que el salto es cada vez mayor. Los puntos están, aunque poco, cada vez más alejados del eje  X.

Los términos de los lugares impares se acercan a  (1,  y los de los lugares pares, a  1.

La sucesión  u(n)  no tiene límite.

Podemos representar términos más alejados.

Pulsa   WINDOW   y modifica los valores:

nMin = 50
nMax = 100  (6)

Xmin = 50
Xmax = 100

Pulsa   TRACE   (5) y  ( , con lo que confirmarás la afirmación de que  u(n)  no tiene límite.

b)
Pulsa   Y=   y coloca el cursor sobre el   =   de  un  para desactivar esta sucesión, y pulsa  ENTER . Colócalo sobre el símbolo  =  de  vn  para activarla y pulsa  ENTER .

Pulsa   2nd   [TBLSET] y comprueba, o modifica los valores de  TblStart = 1  e  (Tbl = 1  (7).

Pulsa   WINDOW   e introducimos los valores:

nMin = 1
nMax = 50
PlotStart = 1
PlotStep = 1 

Xmin = 0
Xmax = 50
 Xscl = 10

Ymin = -3
Ymax = 3
Yscl = 0.5

Pulsa   2nd   [TABLE].

Como en la sucesión anterior, observamos que los términos de los lugares impares son negativos y los de los lugares pares son positivos.

Para ver gráficamente la sucesión, pulsa   TRACE  :  (5)   
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Pulsando  (  el cursor va pasando de un término de la sucesión al siguiente, saltando de un lado a otro del eje  OX,  como en la sucesión anterior.

Sin embargo, ahora los saltos son cada vez más pequeños, los puntos están cada vez más cerca del eje  OX.

Por tanto, podemos afirmar que  lím vn = 0.

NOTAS PARA TI-82

(2)
En  un:   (     (()     1     )     ^     2nd   [n]   2nd   [n]   (     (     2nd   [n]   +  .

  4     )    .
Pulsa  (  y en  vn:   (     (()     1     )     ^     2nd   [n]   (     2     2nd   [n] 

  +     1     )     (     2nd   [n]   x2  .
(3)
Pulsa   2nd   [TBLSET]  e introduce  TblMin = 1  e  (Tbl = 1.

Pulsa   WINDOW   e introduce  unStart = -1/5 (primer término de la sucesión).

(4)
unStart = -1/5      vnStart = 0      nStart = 1
(5)
  TRACE    (    .
(6)
unStart = 50/104      nStart = 50
nMin = 50   ;   nMax = 100

(7)
Pulsa 2nd [TblSet] y comprueba o modifica  TblMin = 1  e  (Tbl = 1.
Pulsa   WINDOW   e introduce en  unStart = 0  ;  vnStart = -3  (primter término de la sucesión) y

nStart = 1
nMin = 1
nMax = 50

Xmin = 0
Xmax = 50
Xscl = 10

Ymin = -3
Ymax = 3
Yscl = 0.5

EJEMPLO 3

Estudia el límite de la sucesión recurrente  
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Pulsa   Y=  . Desactiva otras sucesiones que estuvieran activas colocando el cursor sobre   =   y pulsa   ENTER  .

Teclea en  u(n)  el término general:

  2nd   [
[image: image31.wmf]]   2nd   [u]   (     X, T, (, n     (     1     )     )    .
e introduce en  u(nMin) 25 (el valor del primer término).

Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:
nMin = 1
nMax = 50
PlotStart = 1
PlotStep = 1 

Xmin = 1
Xmax = 50
Xscl = 10

Ymin = -1
Ymax = 5.5
Yscl = 0.5  (1)   

Pulsa  2nd  [TBLSET] y comprueba o modifica los valores  TblStart = 1  y  (Tbl = 1 (2).    

Pulsa   2nd   [TABLE] y obtendrás la tabla:
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Observa que el valor de los términos disminuye, la sucesión es decreciente, al principio bastante deprisa y después más lentamente.

Pulsa   TRACE   para observar los 50 primeros términos gráficamente:  (3)   
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Pulsando  (  el cursor irá recorriendo todos estos términos y en la última línea se verá su valor.

Observa que, con bastante rapidez, los términos de la sucesión se acercan a 1.

Se puede modificar el primer término, pulsando   Y=   e introduciendo en u(nMin) el valor deseado. Coloca el cursor a la derecha de  = , teclea el número y pulsa   ENTER  . (4)   

Para algunos valores será aconsejable modificar  Ymin  e  Ymax en   WINDOW  , con el fin de observar los primeros términos.

Haciendo varias pruebas podremos concluir que:

* Si  u1 < 0, no existe la sucesión definida.

* Si  u1 = 0, la sucesión es  un = 0  y  lím un = 0.

* Si  0 < u1 < 1, la sucesión es creciente y  lím un = 1.

* Si  u1 = 1, la sucesión es  un = 1 y  lím un = 1.

* Si  u1 > 1, la sucesión es decreciente y  lím un = 1.

NOTAS PARA TI-82

(1)
Teclea en  un    2nd   [
[image: image34.wmf]]   2nd   [un(1].

Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

unStart = 25
vnStart = 0
nStart = 1   

nMin = 1
nMax = 50

Xmin = 0
Xmax = 50
Xsel = 10

Ymin = (1
Ymax = 5.5
Ysel = 0.5

(2)
Pulsa  2nd  [TBLSET] y comprueba o modifica los valores  TblMin = 1  e  (Tbl = 1.
(3)
Pulsa   TRACE    ( .

(4)
Pulsa   WINDOW   e introducimos en  unStart  el valor deseado.

2.3
CÓMO SUMAR TÉRMINOS DE UNA SUCESIÓN


Usaremos las opciones de   2nd   [LIST] para obtener sumas de términos de cualquier sucesión, en particular de progresiones aritméticas y geométricas.

EJEMPLO 1

Calcula la suma de los veinticinco primeros términos de la sucesión 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,6; ...

La sucesión es una progresión aritmética de diferencia  d = (0,1  y  a1 = 5.

Su término general es  an = 5 ( 0,1(n ( 1) = (0,1 + 5,1.  Pulsa   2nd   [QUIT] para estar en la pantalla principal y   CLEAR  . Los veinticinco primeros términos de  an  vamos a almacenarlos en la lista  L1  y después los sumaremos.

Para ello, pulsa   2nd   [LIST], selecciona  OPS  y pulsa   5   para seleccionar la opción  5:seq(. 

Teclea el término general de la sucesión:

  (()     .     1     ALPHA   [n]   +     5     .     1     ;   . 

Teclea la variable (N), seguida del lugar primero y el último que vamos a almacenar y, por último, el incremento de la variable para dos términos consecutivos  (1):

  ALPHA   [N]   ,     1     ,     2     5     ,     1     )     . 

Almacena los veinticinco términos en  L1, para lo que debes seguir tecleando:

  STO     2nd   [L1]   ENTER   .
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Pulsando  (  varias veces podrás ver los veinticinco términos almacenados en  L1; el último es 2.6. Para obtener la suma, pulsa   2nd   [LIST]. Selecciona el menú MATH  y pulsa   5   (5:sum(). Teclea: 

  2nd   [L1]   ,     1     ,     2     5     )     ENTER    .
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NOTAS PARA TI-82

(1)
Para obtener la suma teclea   2nd   [ENTRY] las veces necesarias hasta que aparezca en la pantalla la instrucción  Seq (-.1N+5.1,N,1,25,1) ( L1. 

Pulsa  (  y coloca el cursor sobre  (  y pulsa   DEL   para borrar los caracteres  (  y  L1. Otra vez con  ( , coloca el cursor al comienzo de la instrucción, al principio de la línea anterior. Teclea:

  2nd   [INS]   2nd   [LIST]  (    5     ENTER   .
EJEMPLO 2

Obtener los cien primeros números triangulares y los cien primeros números pentagonales.

El n-ésimo número triangular se obtiene sumando los  n  primeros números naturales

tn = 1 + 2 + 3 + ... + n
El n-ésimo número pentagonal se obtiene sumando los  n  primeros términos de la progresión aritmética  1, 4, 7, 10, 13...

pn = 1 + 4 + 7 + 10 + ... + [1 + 3(n ( 1)] = 1 + 4 + 7 + 10 + ... + (3n ( 2)

a)
Para TI-82

Utilizamos el hecho de que las sucesiones  tn  y  pn  son recurrentes:

tn = tn ( 1 + n      t1 = 1

pn = pn ( 1 + (3n – 2)      p1 = 1.

Pulsa   Y=   para introducir los términos generales de  tn  y  pn  en  un  y  vn, respectivamente.

Coloca el cursor a la derecha del signo   =   de  un  y teclea:

  2nd   [un-1]   +     2nd   [n]   ENTER  , 

sigue tecleando:

  2nd   [un-1]   +     (     3     2nd   [n]   (     2     )     ENTER   .
Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

unStart = 1
vnStart = 1
nStart = 1

nMin = 1
nMax = 100

Pulsa   2nd   [TBLSET] y comprueba o modifica los valores  TblMin = 1  e  (Tbl = 1.

Pulsa   2nd   [TABLE].
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Pulsando  (  varias veces irán apareciendo el resto de números triangulares y pentagonales en las columnas  un  y  vn,  respectivamente.

b)
Para TI-83 y TI-83 Plus

Con la opción  5:seq  de   2nd   [LIST] OPS crearemos las sucesiones 1, 2, 3, ..., n ... y  1, 4, 7, 10, 13, ..., 3n(2, ... y las almacenaremos en las listas  L1  y  L3.

Después, con la opción  5:sum  de   2nd   [LIST] MATH sumaremos términos de estas sucesiones y las almacenaremos en  L2  y  L4.

Más tarde veremos estas dos listas, en las que están los primeros números triangulares, en  L2,  y pentagonales, en  L4.

Si no estamos en la pantalla principal, teclea   2nd   [QUIT]   CLEAR  .

Para crear y almacenar la sucesión  1, 2, 3, ..., 100, teclea:

  2nd   [LIST]  (    5     ALPHA   [N]   ,     ALPHA   [N]   ,     1     ,   .
  1     0     0     ,     1     )     STO     2nd   [L1]   ENTER  .
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Para la sucesión  1, 4, 7, 10, ..., 3 ( 100 ( 2, teclea:

  2nd   [LIST]  (    5     3     ALPHA   [N]  –    2     ,     ALPHA   [N] 
  ,     1     ,     1     0     0     ,     1     )     STO     2nd   [L3]   ENTER  .
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Suma los primeros términos de estas sucesiones:

· Para los números triangulares, teclea la instrucción:

seq(sum(L1,1,N),N,1,100,1) ( L2  y pulsa   ENTER   .
· Para los números pentagonales, teclea: 

  2nd   [ENTRY] para recuperar en la pantalla la instrucción anterior; pulsando 
 (  colocaremos el cursor sobre  L1  y tecleamos   2nd   [L3], pulsamos  (  para colocar el cursor sobre  L2  y tecleamos   2nd   [L4]. Pulsamos   ENTER   .

Podemos ver los números obtenidos pulsando   STAT     1  :

[image: image40.png]



En la columna (lista) L2 vemos los 7 primeros números triangulares (1, 3, 6, 10, 15, 21, 28).

Si pulsas  (  tres veces, aparecerá la columna (lista) L4 en la que se ven los 7 primeros números pentagonales (1, 5, 12, 22, 35, 51, 70).

Pulsando  (  varias veces irán apareciendo en la pantalla el resto de los números que hemos creado y almacenado. En el lugar 100 están el número triangular 5 050 y el pentagonal 14 950.

Si ya no vamos a usar estos números, debemos borrar el contenido de estas listas, tecleando:

 STAT    4     2nd   [L1]   ,     2nd   [L2]   ,     2nd   [L3]   ,     2nd   [L4]   ENTER  . 
Pulsa   STAT     1   para comprobar que las listas no contienen ningún elemento y   2nd   [QUIT] para volver a la pantalla principal.

2.4
OTROS PROBLEMAS DE SUCESIONES


Problema 1

En un bosque pequeño hay 4 000 árboles. El plan forestal que se aplica al bosque permite talar cada año el 15% de los árboles y hay que plantar 800 árboles nuevos. ¿Puede llegar a desaparecer  el bosque o se estabilizará el número de árboles? Si ocurriera esto último, ¿en cuántos años y con cuántos árboles?

Estudia lo que ocurre si se aplican otros planes forestales, teniendo en cuenta que la superficie del bosque solo admite 6 000 árboles como máximo y que la explotación resulta rentable si se pueden talar, al menos, 500 árboles.

El número de árboles del bosque disminuye el 15% de un año al siguiente, a la vez que se plantan 800 árboles nuevos. Suponiendo que estos árboles nuevos no se mueran, llamamos  u1  al número de árboles del bosque al comienzo del primer año de aplicación del plan forestal,  u1 = 4 000.

Número de árboles al comienzo del segundo año:

u2 = 0,85u1 + 800 = 4 200

Número de árboles al comienzo del tercer año:

u3 = 0,85u2 + 800 = 4 370

...

Número de árboles al comienzo del  n-ésimo  año:

un = 0.85un ( 1 + 800

Con este término general, al calcular  u4,  obtenemos 4 514,5 árboles y en este problema no tienen sentido respuestas que no sean números enteros. Por tanto utilizaremos la función “parte entera de un número”. Así  u4 = Parte entera (0,85u3 + 800) = 4 514

El término general de la sucesión que nos da el número de árboles del bosque al comienzo del año  n-ésimo  es:

un = Parte entera (0,85un ( 1 + 800)  y  u1 = 4 000

Estudiamos el comportamiento de esta sucesión con la calculadora:

· Selecciona en la calculadora el modo  Seq  pulsando la tecla   MODE  .

· Pulsa  Y=  y teclea en  u(n)  el término general de esta sucesión recurrente. (1)
Coloca el cursor a la derecha del símbolo   =   de  u(n)  y teclea:

  MATH    (    3   0.85   2nd   [u]  (    X, T, (, n    –    1    )   +    8     0     0    ) .

Parte entera
Pulsa   ENTER   y teclea el  primer término 4000   ENTER  .

· Desactiva el resto de sucesiones si estuvieran activadas.

· Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

nMin = 1
nMax = 100
PlotStart = 1
PlotStep = 1;   (2)

Xmin = 0
Xmax = 100
Xscl = 10

Ymin = 0
Ymax = 10000
Yscl = 1000

· Pulsa   2nd   [TBLSET] para comprobar o modificar los valores  TblStart = 1  
e  (Tbl = 1.   (3)   

· Pulsa   TRACE   y obtendrás el gráfico siguiente.
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El gráfico corresponde a los cien primeros términos de la sucesión, representa la evolución del número de árboles del bosque en los cien primeros años.

Observamos que durante los veinte primeros años, aproximadamente, el número de árboles aumenta y parece que a partir de entonces ese número se estabiliza entre cinco mil y seis mil árboles.

Pulsando  (  el cursor irá moviéndose sobre la gráfica y en la última línea de la pantalla vamos viendo el año en el que nos encontramos y el número de árboles del bosque.

Para el año número treinta y siete hay en el bosque  5 327  árboles y este número se repite en los años siguientes. Por tanto, el número de árboles del bosque se estabilizará si se aplica este plan forestal.

Para estudiar otros planes forestales, basta con modificar los valores del  15%  y de  800  en el término general de la sucesión.

¿Qué ocurre si se plantan menos de  800  árboles? ¿Cuál es el número mínimo de árboles que hay que plantar para que se mantenga, al menos, el número inicial de 4 000 árboles? ¿Cuál es el número máximo para que no haya más de 6 000 árboles? ¿Qué ocurre si se trata cada año más del 15%?

Pulsando   Y=   modificamos el valor correspondiente al número de árboles nuevos plantados y/o el porcentaje de árboles talados. Pulsando   TRACE   podremos recorrer cada gráfica y estudiar los posibles estados del bosque con rapidez.

NOTAS PARA TI-82

(1)
Coloca el cursor a la derecha del símbolo   =   de  un  y teclea:

  MATH     (     2     (   0.85   2nd   [un - 1]   +     8     0     0     )    .
Parte entera
(2)
unStart = 4000      vnStart = 0      nStart = 1

nMin = 1      nMax = 100

(3)
Pulsa   2nd   [TBLSET] para comprobar o modificar los valores  TblMin = 1  e  (Tbl = 1.

PROBLEMA 2

El 1 de enero abrimos una cuenta bancaria con 5 000 € a un interés anual del 6% con pago mensual de intereses. Además, cada primero de mes desde el 1 de febrero ingresamos 150 € en esa cuenta ¿Cuál será el capital acumulado al final del año?

La tasa de interés mensual será de  
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Si llamamos  un  al capital acumulado al final del día 1 del  n-ésimo  mes,

un = 1,005un ( 1 + 150  (con dos cifras decimales)  y  u1 = 5000

Pulsa   Y=   y teclea en  u(n)  (1): 

  MATH    (    2   1.005   2nd   [u]   (     X, T, (, n     –     1     )     ,     2  .

(para redondear a la cifra de las centésimas)
  )     +     1     5     0     ENTER  .
Teclea  u1  en  u(nMin);  5 000,  y pulsa   ENTER   .

Pulsa   WINDOW   e introduce los valores:

nMin = 1
nMax = 13
PlotStart = 1
PlotStep = 1   (2)

Xmin = 0
Xmax = 15
Xsel = 1

Ymin = 0
Ymax = 10000
Ysel = 1000

Pulsa   2nd   [TBLSET] e introduce  TblStart = 1  e  (tbl = 1.

Pulsando   TRACE   o   2nd   [TABLE] averiguaremos que el capital final es de 
7 158,73 €, después de haber ingresado los 150 € del 1 de enero del año siguiente.

NOTAS PARA TI-82

(1)
Ver las anotaciones de teclas en el problema anterior.
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