J UNIDAD 14 Calculo de probabilidades

2. Demostraciones de los teoremas de la probabilidad
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AXIOMAS

Axioma 1. Cualquiera que sea el suceso S, P[S]=0.

Axioma 2. Si dos sucesos son incompatibles, la probabilidad de su union es igual a la suma de
sus probabilidades:

ANB=Q = P[AUB]=PlA] + P[B]
Axioma 3. La probabilidad total es 1: P[E] =1

Teorema 1

Si A esunsucesoy A’ essucontrario, P[A'] =1- P[A]

Demostracion

Por ser sucesos contrarios, ANA'= J. Y, por lo mismo, AUA'= E.
Segun el axioma 2, como ANA' =@ = P[AUA'] = P[A] + P[A'].
Segun el axioma 3, la probabilidad total es 1; es decir:

PIE] = P[AUA'] = P[A] + P[A'] =1

Y de esta ultima igualdad se deduce, inmediatamente, que P[A'] =1 - P[A].

Teorema 2

La probabilidad del suceso vacio o suceso imposible es P[J] = 0.

Demostracion
El suceso contrario de @ es el suceso seguro, E. Asi, teniendo en cuenta el teorema 1:
Pl@]1=1-P[D]1=1-PlE]

Y aplicando el axioma 3, P[J]=1-P[E]=1-1=0

Teorema 3
Si dos sucesos A y B son tales que ACB, entonces P[B]= P[A] + P[B— A].

Demostracion

Si ACB, entonces B=AU(B - A).

Los sucesos A vy B— A son, evidentemente, incompatibles, AN (B—-A) = .

Por tanto, teniendo en cuenta el axioma 2:

P[B] = P[A] + P[B - A]
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Teorema 4
Si dos sucesos A y B son tales que ACB, entonces P[A]< P[B]

Demostracion
Puesto que A CB, aplicando el teorema 3 anterior:
P[B] = P[Al + P[B- Al — PI[Bl-P[A]l = P[B - Al

Teniendo en cuenta el axioma 1, P[B - Al 2 0. Es decir, P[B]l-P[A]1>20 — P[B] = P[A]

Teorema 5
Sid,,A,, .., 4,, sonincompatibles dos a dos, entonces:
P[A,UA,U..UA,]=P[A,]+P[A,]+..+P[4,]
Demostracion

Es consecuencia inmediata del axioma 2y de las propiedades asociativas de la unién de conjuntos
y de la adicion de ndmeros reales.

Teorema 6
Dados dos sucesos cualesquiera A y B, P[AUB] = P[A] + P[B] - P[ANB].

Demostracion

A=MUN
B=NUS
AUB=MUNUS
ANB=N

PLAl=PIMI+ PINTL L pLBY = P + PIN] + PINT + PLST )
P[B] = PIN] + PIS] -

P[AUB] = PIMUN US| = PIM] + P[N] + P[S] (*)
Comparando las igualdades (*) y (**): P[A] + P[B] — P[N] = P[AUB]

Con lo que, si tenemos en cuenta que N = ANB, se tiene la igualdad buscada.

Teorema 7
Si el espacio muestral E es finito y un suceso es § = {x,, x,, ..., x,}, entonces:
PIS]= P[x,]+ P[x,]+ ... + Px,]
Demostracion

Este teorema es consecuencia inmediata del terorema 5.



