CALCULADORA GRÁFICA (TI-83 y TI-83 Plus)

El cálculo de determinantes de matrices cuadradas con coeficientes reales es tan sencillo como introducir la matriz (su dimensión y coeficientes) en alguna de las variables que la calculadora tiene preparadas para ello,  [A],  [B], …,  [J],  y utilizar la opción 1:det (  del menú  MATH  proporcionado por la tecla    MATRX  .

3.1
CÁLCULO DE DETERMINANTES

 

Por ejemplo, calcula  
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Pulsa    MATRX    y selecciona el menú  EDIT y, en él, alguna de las matrices. Por ejemplo,  [A].  Pulsa    ENTER  .  En primer lugar, teclea –o confirma–, la dimensión:
  3      ENTER      3      ENTER  .

Ya puedes introducir los coeficientes del determinante, por filas, y pulsando  
  ENTER    después de cada uno. Pulsa    2nd    [QUIT]  para volver a la pantalla principal.

Por fin, pulsa    MATRX  ,  selecciona el menú MATH y pulsa    ENTER . 
para elegir la opción  1:det (.

Vuelve a pulsar    MATRX  ,  selecciona la matriz deseada desplazando el cursor y pulsa    ENTER  .

Pulsando    ENTER    de nuevo, aparece en pantalla:
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Esta versión de calculadora no admite matrices con coeficientes literales; por tanto, tampoco podremos calcular determinantes que tengan algún coeficiente de este tipo.

3.2
COMPROBACIÓN DE PROPIEDADES
 

Vamos a partir de una matriz cuadrada a la que le iremos haciendo modificaciones para ir comprobando propiedades de los determinantes.

Esta matriz puede ser:  
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Calcula  det ([A])  846,  como indicábamos en 3.1.

a) Teclea en la pantalla principal  det([A]T)  y al pulsar    ENTER    verás:
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b) Vamos a permutar entre sí dos filas de la matriz  A,  con la instrucción  rowSwap(,  y a calcular el determinante de la mueva matriz. Para ello, teclea la siguiente secuencia de teclas:

  MATRX      (  .  Selecciona  C:rowSwap(.   ENTER    (para permutar filas)

  MATRX      ENTER   
(para seleccionar  A)

  ,      2      ,      4      )      ENTER  
(permutamos 2.ª y 4.ª fila)

Aparecerá en la pantalla:

[image: image5.png]



Para calcular el determinante de esta matriz pulsa    MATRX     (     ENTER  .
  2nd    [ANS]    ENTER   , y obtendrás el valor  846.

c) Multiplica los elementos de una fila por un número. Por ejemplo, multiplica la fila cuarta de  A  por 
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 y calcula el valor del determinante de la nueva matriz:

  MATRX      (    Selecciona  *row(    ENTER  (Para multiplicar una fila por un número).

  1      (      3      ,      MATRX     ENTER     ,      4      )    (Para multiplicar por  
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 la cuarta fila de  A).

Pulsando    ENTER   , aparecerá en pantalla la nueva matriz.

Teclea, como en b), para calcular su determinante y verás la pantalla:
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Puedes comprobar que  
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  846  282.

d) Vamos a introducir en  [B]  una matriz que tiene igual que  A  las filas 1.ª, 2.ª y 3.ª y tal que la cuarta fila sea, por ejemplo, [1  2  3  4].

Del mismo modo,  [C]  será una matriz que tiene igual que  [A]  y  [B]  las tres primeras filas, y la cuarta fila será igual al resultado de sumar la cuarta fila de  [A]  y la cuarta fila de  [B].

Calcula  det ([A])  det ([B])  552,  después  det ([C])  552.

e) Si a una fila le sumas una combinación lineal de las otras filas, el determinante de la matriz obtenida es igual al de la matriz inicial.

La calculadora permite, con la opción  row  del menú  MATH,  sumarle a una fila otra multiplicada por un número. Usando esta opción más de una vez, podrás sumarle a una fila una combinación lineal de las otras.

Por ejemplo, a la primera fila vamos a sumarle:

2 ( (2.ª fila)  3 ( (3.ª fila)  
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 ( (4.ª fila).

Cada vez que apliques  row  almacenaremos la matriz obtenida en  [B].

Para esto, teclea las instrucciones siguientes:

 row  (2, [A], 2, 1) ( [B]
(Para multiplicar por 2 la 2.ª fila y sumarla a la 1.ª)

 row  (3, [B], 3, 1) ( [B]
(Para multiplicar por 3 la 3.ª fila y sumarla a la 1.ª)

 row  (1/3, [B], 4, 1) ( [B]
(Para multiplicar por 1/3 la 4.ª fila y sumarla a la 1.ª)

Es aconsejable, en lugar de teclear cada instrucción, recuperar la anterior con  
  2nd    [ ENTRY ]  y modificarla. Al pulsar    ENTER    después de cada una, la calculadora muestra en pantalla la nueva matriz.

Calcula ahora el determinante de la última matriz tecleando  det ([B])  y pulsando  
  ENTER  .
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Vemos en la pantalla la matriz resultado de nuestras operaciones y el valor de su determinante, igual al de la matriz  [A],  846.

Para hacer la comprobación con las columnas habremos de trabajar con  [A]T,  pues la calculadora solo hace operaciones con filas.

3.3
HACER CEROS EN UNA LÍNEA DE UN DETERMINANTE
 

Esta estrategia para calcular determinantes de orden mayor que tres deja de tener demasiado sentido con una calculadora que disponga de cálculo matricial, pues una vez introducida la matriz, a la máquina le da lo mismo que sus coeficientes sean o no ceros.

Usaremos la opción  row(  que aparece en el menú  MATH  proporcionado por la tecla    MATRX  ,  tal como lo hacíamos en el apartado 5 de la Unidad 1. Así, haciendo operaciones con las filas, conseguiremos ceros en las columnas. Si quisiéramos hacer ceros en una fila, tendríamos que trabajar con la matriz traspuesta.

Vamos a calcular el siguiente determinante, haciendo ceros previamente en alguna columna:
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Los pasos a seguir son:

a) Introduce en alguna matriz, por ejemplo en  [A],  la dimensión 5 ( 5 y los coeficientes del determinante.

b) Quizá lo más cómodo sea hacer cuatro ceros en la segunda columna, dejando fija la primera fila. Para ello, teclea las siguientes instrucciones:

row (–2, [A], 1, 2) ( [B]

row (1, [B], 1, 3) ( [B]

row (–3, [B], 1, 4) ( [B]

row (–3, [B], 1, 5) ( [B]

Al pulsar    ENTER    después de cada una, va apareciendo en la pantalla la nueva matriz.

Ahora el determinante que hemos de calcular es:
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Hemos conseguido disminuir una unidad el orden del determinante. A este nuevo podríamos repetirle las mismas operaciones para hacer ceros. Por ejemplo, en los tres primeros elementos de la primera columna, repitiendo los pasos a) y b).

3.4
CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ USANDO 
DETERMINANTES
 
Presentamos un programa que calcula menores de cualquier orden de una matriz  A.  Después de definir la dimensión de la matriz y de introducir sus elementos, indicaremos el orden del menor que queremos calcular y, a continuación, las filas y columnas que definen dicho menor.

El programa mostrará en la pantalla sus elementos y su valor, y nos preguntará si queremos calcular otros menores. Si la respuesta es sí, volveremos a indicar el orden del nuevo y se repetirá el proceso, sin volver a introducir la matriz  A.

Si la respuesta es no, el programa preguntará si queremos introducir otra matriz. En caso de contestar afirmativamente, la ejecución del programa vuelve al comienzo del mismo.

Pulsa    PRGM  ,  selecciona  NEW  y pulsa    ENTER  .  Ahora teclea el nombre,  RANGO,  y vuelve a pulsar    ENTER  .  Así, aparece la pantalla preparada para teclear las instrucciones del programa.

El listado del programa  RANGO  es:

:
Lbl 2: ClrHome

:
Disp “DIMENSION DE A”

:
Input “FILAS”, M

:
Input “COLUMNAS”, N

:
{M, N} ( dim ([A])

:
For (I, 1, M)

:
ClrHome

:
Disp “FILA”

:
Output (1, 6, I)

:
For (J, 1, N)

:
Input X: X ( [A] (I, J)

:
End : End

:
Disp “RANGO MAXIMO”

:
If M ( N

:
Then

:
Disp M: Goto 1

:
Else

:
Disp N

:
Lbl 1

:
Disp “MENOR DE ORDEN”: Input X

:
If X < 1 or int (X) ( X or X > M or X > N

:
Then

:
Disp “ERROR”: Disp “PULSE ENTER”: Pause: Goto 1

:
Else

:
{X, X} ( dim ([C])

:
{X, N} ( dim ([B]): ClrHome

:
For (Y, 1, X)

:
Output (1, 1, “FILA”): Output (1, 6, Y)

:
Input Z

:
For (J, 1, N)

:
[A] (Z, J) ( [B] (Y, J)

:
End : End : ClrHome

:
For (T, 1, X)

:
Output (1, 1, “COLUMNA”): Output (1, 9, T)

:
Input Z

:
For (I, 1, X)

:
[B] (I, Z) ( [C] (I, T)

:
End : End : ClrHome

:
Disp “[C]  ”, [C]

:
Disp “det ([C]) ”, det ([C])

:
Disp “MAS MENORES?”: Input “(SI  1)”, S

:
If S  1

:
Then

:
Goto 1

:
Else

:
Disp “OTRA MATRIZ?”: Input “(SI  1)”, S

:
If S  1

:
Then

:
Goto 2

:
End

Las instrucciones del programa se teclean de forma análoga a como se explicó en el apartado 2 de la Unidad 1.

Para ejecutar el programa, pulsa la tecla   PRGM  ,  selecciona  RANGO  y pulsa    ENTER    dos veces. Introduce el número de filas y columnas de la matriz  A  de la que queremos averiguar el rango, pulsa    ENTER    después de cada uno de los dos números.

A continuación, introduce los elementos de la matriz pulsando    ENTER    después de cada uno.

Cuando teclees el último y pulses    ENTER   , aparecerá en la pantalla el valor del rango máximo, y el programa esperará a que introduzcamos el orden del menor que queremos calcular.

Por ejemplo, para la matriz  
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  ,  verías:
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Teclea el número para el orden; por ejemplo, 2.

A continuación, el programa pide los números en la matriz  A  de las filas y columnas que definen el menor.

Siguiendo con el ejemplo, teclea    1      ENTER      3      ENTER    para las filas y  
  2      ENTER      3      ENTER    para las columnas.

Inmediatamente aparecerá la siguiente pantalla:
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El programa espera la respuesta. Si pulsas    1   , volverá a preguntarte por el orden del menor y repetirá el proceso. Si pulsas cualquier otra tecla numérica y  
  ENTER  ,  el programa preguntará si quieres introducir otra matriz:
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Como antes, si tecleas    1   , volverá al principio, te pedirá la dimensión de la nueva matriz  A  y repetirá el proceso. Si pulsas cualquier otra tecla numérica, el programa finalizará.

Si para responder a estas dos últimas preguntas pulsas teclas que no sean numéricas, aparecerá en la pantalla un mensaje de error:
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Selecciona  1: QUIT  y, pulsando    ENTER  ,  abandona la ejecución del programa y finaliza la tarea. Si seleccionas  2: GOTO  y pulsas    ENTER  ,  volverás al programa. Puedes borrar, con    (    y    DEL  ,  el carácter o función tecleados por error y responder pulsando una tecla numérica  (  1    para  SI  y cualquier otra para  NO).

Al salir del programa, en la memoria de la calculadora tendremos en  [A]  la última matriz de la que hayamos calculado menores, y en  [C]  la submatriz cuadrada de  [A]  correspondiente al último menor calculado. Estas dos matrices podrían resultar interesantes en cálculos posteriores. En  [B]  está la submatriz de  [A]  que tiene las filas de  [C],  completas.

3.5
PROBLEMAS CON DETERMINANTES
 

1) Probar que:
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Solución: Basta con introducir en la calculadora las matrices de orden 4 y 6, y calcular sus determinantes, 26 y 54, respectivamente.

Con la calculadora, o sin ella, se puede comprobar que el producto que aparece en el segundo miembro es igual al valor del primer determinante.

Se pueden plantear investigaciones sobre este tipo de determinantes que pueden dividirse en menores colocados sobre la diagonal principal o sobre la otra diagonal; por ejemplo:
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2) Comprobar que  
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y que  
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Solución: Esta versión de calculadora gráfica no nos permite demostrar estas igualdades, aunque sí lo podríamos hacer con versiones superiores. Sin embargo, sí podemos comprobar igualdades para muchos casos, de forma rápida. Sería suficiente con ir modificando los coeficientes de la matriz.

Para introducir las filas tercera y cuarta, o las siguientes si el determinante fuera de orden superior, no es necesario calcular  a2,  b2,  a3,  b3,  etc. y teclear su valor; puedes teclear la operación y, al pulsar    ENTER  ,  se colocará en la posición de la matriz el valor del cálculo.

Después de algunas comprobaciones, los alumnos podrían demostrar la igualdad con lápiz y papel usando las propiedades de los determinantes y la factorización de polinomios que ya conocen.

3.6
TEOREMA DE ROUCHÉ Y REGLA DE CRAMER
 

Para discutir un sistema de ecuaciones mediante el teorema de Rouché, podemos utilizar la calculadora para estudiar los rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada, como se explicó en el apartado titulado Rango de una matriz de la Unidad 2 o utilizando el programa para averiguar el rango de una matriz mediante determinantes del apartado 3.4.

En ambos casos, la matriz  A  puede ser la matriz ampliada del sistema.

En cuanto a la resolución de sistemas, este modelo de calculadora solo puede resolver sistemas compatibles determinados con coeficientes numéricos. En la Unidad 1 se presentó un programa sencillo para esto.

Presentamos ahora un procedimiento en el que se utiliza la regla de Cramer para resolver sistemas lineales, que consiste en la aplicación de los siguientes pasos:

1. Introducir en  [A] los coeficientes de las incógnitas del sistema.

2. Calcular  det([A])  y almacenar este valor en la variable   D (det([A]) (( D).

3. Almacenar la matriz  [A]  en  [B]  ([A] ( [B]).

4. Editar  [A]  y modificar la columna correspondiente a la incógnita que queramos calcular, tecleando los términos independientes del sistema.

5. Calcula  det([A])/D.  El valor obtenido corresponde a una de las incógnitas, la de la columna sustituida en  [A].

6. Si vamos a calcular más incógnitas, almacenaremos  [B]  en  [A]  ([A] ( [B])  y volveremos al paso 4.

En caso contrario, hemos finalizado el proceso.

Para resolver el sistema de ecuaciones
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procedemos del siguiente modo:

1. Pulsa  EMATRX    y, seleccionando  EDIT,  introduce la dimensión,  3 ( 3,  y los coeficientes de la matriz  A
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,  que son los de las incógnitas del sistema, como se explicó en la Unidad 1.
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Pulsa  E2nd    [QUIT]  para volver a la pantalla principal.

2. Calcula el determinante de  [A]  pulsando  EMATRX  ,  seleccionando  MATH  y pulsando  EENTER  .
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Almacena el valor en una variable de la calculadora. Para ello, teclea  E2nd  .  
[ENTRY]  ESTO    EALFA    [D]  EENTER  .
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3. Almacena la matriz  [A]  en  [B]  tecleando  EMATRX    EENTER    ESTO  . 
EMATRX    E(    EENTER  .
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4. Edita y modifica la matriz  [A]  para sustituir la primera columna por los términos independientes del sistema y calcular el determinante de la nueva matriz.

Para ello, pulsa  EMATRX  ,  selecciona  EDIT  y pulsa  EENTER  .

Vuelve a pulsar  EENTER    EENTER    para confirmar la dimensión de  [A].

Teclea  E6    E(    E()    E2    E(    E7    EENTER  .
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Pulsa  E2nd    [QUIT]  para volver a la pantalla principal.

5. Calcula el valor de la primera incógnita,  x,  tecleando  E2nd    [ENTRY]  tres veces para recuperar la instrucción  det([A]  y sigue tecleando  E)    E((  . 
EALPHA    [D]  EENTER  .
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Así,  x  5.

6. Si aún quedan incógnitas por calcular, traslada el contenido de  [B],  que son los coeficientes de la matriz del sistema, a  [A],  tecleando la instrucción  [B] ( [A]  de manera análoga  a como se hizo en 3.

7. Vuelve al paso 4 para modificar la columna correspondiente en  [A], con el fin de seguir calculando el valor de las siguientes incógnitas repitiendo el proceso. 

Ahora bastará pulsar  E2nd    [ENTRY]  dos veces para recuperar la instrucción 

det ([A])/D.  Pulsando  EENTER   , aparecerán los valores del resto de las incógnitas, de una en una.

Del mismo modo, la instrucción  [B] ( [A]  después de calcular cada incógnita no habrá que teclearla de nuevo, sino reemplazarla con  E2nd    [ENTRY].
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Así,  y  3  y  z  1.

Si el sistema a resolver tuviera más ecuaciones que incógnitas, elegiríamos tantas ecuaciones como incógnitas, de forma que la matriz  A  tenga determinante no nulo.

3.7
OTRAS ACTIVIDADES


Puedes usar los métodos anteriores para comprobar y resolver los ejercicios de la unidad.

Por ejemplo, los que llevan los números:

3 ( 6 ( 9 ( 20 ( 24 – 43
3
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