CALCULADORA GRÁFICA (TI-83 y TI-83 Plus)

Todas las órdenes y programas están tecleados en TI-83 Plus. Básicamente, en 
TI-82 y TI-83 se teclean de la misma forma.

En las unidades que tratan sobre funciones del primer curso de Bachillerato se muestran las técnicas básicas para introducir, editar y representar gráficamente funciones en la calculadora gráfica TI-82, TI-83 y TI-83 Plus, así como su aplicación al estudio de límites, continuidad y otras características de las funciones o familias de funciones introducidas.

Las teclas básicas que usaremos en esta y en las siguientes unidades son:

  Y  
Para introducir funciones, así como para editar y modificar las que tuviéramos. Podemos tener simultáneamente hasta 10 funciones, desde  Y1  hasta  Y0,  activadas o no.

  GRAPH    y    TRACE  .  Pulsando una u otra aparecerá la pantalla de gráficos y comenzarán a representarse las funciones que tengamos activadas. Si hemos pulsado  TRACE,  podremos recorrer la gráfica, pulsando    (    y    (  ,  y se mostrarán la expresión de la función y las coordenadas del punto de la gráfica en el que se encuentra el cursor.

  WINDOW    Permite fijar la ventana de visualización de las gráficas (valores mínimos y máximos para  x  e  y  y escalas para los ejes  OX  y  OY).

  ZOOM  
Al pulsarla y elegir algunas de las posibilidades que ofrece el menú, las funciones que tengamos activadas se representarán en una ventana definida por esa opción  (ZDecimal,  ZSquare,  ZStandard,  ZTrig  y  ZInteger).

La opción  Zbox  es particularmente interesante ya que permite acercarse a una zona de la gráfica tanto como queramos.

  2nd   [FORMAT]  Nos permitirá definir algunas características de los gráficos: coordenadas rectangulares o polares, si queremos que aparezcan o no en la pantalla las coordenadas del punto en el que está el cursor (Coordon  o  Coordoff),  la visualización o no de la cuadrícula  (Gridon  o  Gridoff)  y de los ejes de coordenadas (Axeson  o  Axesoff),  etc.
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  MODE  
Las dos primeras opciones del menú permiten fijar la presentación de los datos y resultados numéricos en la pantalla. Habitualmente seleccionaremos la opción  Degree,  pero para algunas funciones usaremos  Radian.

[image: image2.png]0133458 7as|





La cuarta opción, habitualmente  Func,  permite también seleccionar  Par,  Pol,  o  Seq  para representar funciones en paramétricas, polares o sucesiones.

La siguiente opción,  Connected  o  Dot,  dibuja las gráficas punto a punto y une esos puntos, si se ha seleccionado  Connected,  o no, seleccionando  Dot.  Utilizaremos la segunda opción para representar funciones a trozos y cuando estudiemos el comportamiento de gráficas con asíntotas verticales.

Las opciones  Sequential  o  Simul  representan varias gráficas de una en una o todas a la vez, respectivamente.

Por fin, las últimas opciones,  Full,  Horiz,  o  GT,  representan una función en la pantalla completa, dividida horizontalmente con una pantalla de texto abajo o dividida verticalmente con la tabla de la función a la derecha, respectivamente.

  2nd   [CALC]  Calcula valores de la función, puntos de corte con  OX,  mínimos y máximos relativos, puntos de intersección entre dos gráficas, el valor de la derivada en un punto y la integral definida entre dos valores de  x.

  2nd   [TABLE]  Permite visualizar una tabla de valores de todas las funciones que tengamos activadas en el editor de funciones. Podemos desplazarnos sobre la pantalla que presenta pulsando las cuatro teclas de mover el cursor.

  2nd   [TBLSET]  En la pantalla que aparece podremos definir el primer valor de  x  que queremos visualizar en la tabla y el incremento de los valores de  x.  Las dos columnas de la tabla se llenarán automáticamente, seleccionando  Auto  en  Indpnt  y en  Depend,  o iremos tecleando valores de uno en uno, y pulsando    ENTER  ,  para completarla, si seleccionamos  Ask  para  Indpnt  o  Depend.
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5.1
VISUALIZACIÓN GRÁFICA Y EN LA TABLA DE VALORES DEL COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCIÓN CUANDO
x    Y CUANDO  x   
 

Introduce en el editor de funciones la expresión de la función y haz una primera gráfica pulsando    ZOOM  ,  seleccionando  6:ZStandard  y pulsando    ENTER  ,  (o pulsando 6). Esto nos dará una idea más o menos exacta del comportamiento de la función cuando los valores de  x  se alejan de  x  0,  según la función de la que se trate.

Confirmaremos o no esta idea inicial modificando la ventana de visualización con 
  WINDOW    o usando la opción  1:ZBox  de    ZOOM  .

Además, pulsando    2nd   [TABLE]  accederás a la tabla de valores de la función, teniendo en cuenta que pulsando    2nd   [TBLSET]  podrás elegir el valor de la variable independiente en el que deseas que comience la tabla, así como el incremento para los valores de esa variable.

Ejemplo 1

Vamos a estudiar el comportamiento de las funciones  f (x)  2x3  y  

g (x)  2x3  7x2  8x  16  cuando  x    y cuando  x  .

Pulsa    Y    para introducir las expresiones de  f  y de  g,  en  Y1  e  Y2,  respectivamente.

Si existieran otras funciones puedes borrarlas, situando el cursor a la derecha de    y pulsando    CLEAR    o desactivarlas, situando el cursor sobre    y pulsando    ENTER  , si estuvieran activadas.

Teclea la expresión de  Y1,  pulsa    ENTER  ,  teclea la de Y2 y vuelve a pulsar  
  ENTER  .
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Pulsa    ZOOM      6    (estás seleccionando  6:ZStandard).  Se mostrará la pantalla de gráficos y aparecerá primero la gráfica de  Y1  y después la de  Y2.

Por lo que vemos, en el rectángulo  [10, 10] ( [10, 10]  las dos funciones no tienen casi nada en común. Sin embargo en el tercer cuadrante, alejándonos del origen de coordenadas, las dos gráficas tienden a confundirse. ¿Será esto cierto?

Además, la gráfica de  Y2  la vemos “partida” en tres trozos. Esto no coincide con lo que sabemos sobre las funciones polinómicas: sus gráficas son líneas continuas.

Parece que necesitamos aumentar el tamaño de la ventana de visualización, sobre todo en sentido vertical.

Pulsa    WINDOW    y baja el cursor para introducir los valores siguientes:

Ymin  20  e  Ymax  20.

Los demás valores de la ventana no los modificamos. Pulsa    TRACE    (o    GRAPH  ).

Ahora estás viendo las gráficas en el rectángulo  [10, 10] ( [20, 20]:
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Ya no vemos la gráfica de  Y2  en trozos y parece que se confirma nuestra hipótesis sobre que las dos gráficas tienden a parecerse cuando  x   . 

Vamos a observar las gráficas en el tercer cuadrante. Pulsa    WINDOW    e introduce los siguientes valores para la ventana:

Xmin  50,   Xmax  0,   Xscl  10,   Ymin  100,   Ymax  0,   Yscl  10.

Pulsa    TRACE    y verás aparecer la gráfica de  Y1  y, a continuación, casi sobre ella, la de  Y2.
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En la línea inferior aparecen las coordenadas del punto en el que se encuentra el cursor, que no vemos, sobre  Y12X^3.  Si pulsas    (    o    (  ,  el cursor cambia de curva y se va a  Y2.  Verás:
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La gráfica no ha cambiado, pero ha aparecido en la primera línea la expresión de  
Y22X^37X28X16  y en la última las coordenadas del cursor sobre  Y2,  
(25, 35 409),  para el mismo valor de  x  25.
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Vamos a verlo en una tabla de valores para las dos funciones. Pulsa 
  2nd   [TBLSET]  e introduce los valores siguientes:

TblStart  0

(Tbl  50

Pulsando    ENTER    después de cada uno.

Así, has definido una tabla que comenzará en  x  0  y en la que irán apareciendo los valores 50, 100, 150, 200... Es decir estás haciendo que  x  .

Pulsa    2nd   [TABLE]  y aparece en la pantalla:
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En la primera columna puedes ver los valores de  x  (de 0 a 300) y en las otras dos los correspondientes valores de  Y1  e  Y2,  para esos valores de  x.

Si pulsas las teclas de desplazar el cursor hacia arriba y hacia abajo (  (    y    (  ), verás más líneas de esta tabla, anteriores a  x  0  y posteriores a  x  300.

Los números de las columnas de  Y1  e  Y2  son números negativos y están escritos en notación científica. Si colocas el cursor sobre uno de ellos verás escrito con todas sus cifras en la línea inferior de la pantalla.

Coloca el cursor sobre la columna de  Y1  correspondiente a  x  150 (6.8E6).  Verás en la línea inferior  Y16.750.000.  Si lo colocas sobre la columna de  Y2,  verás  
Y26 905 284.

Si bajas a la línea de  x  400,  observarás que en las dos columnas se muestra el mismo número  (1.3E8),  que es un número negativo de nueve cifras. Esto son aproximaciones de los verdaderos valores de  Y1  e  Y2  para  x  400,  lo cual sirve para confirmar que nuestra hipótesis de que las dos gráficas se comportan igual para  x    es cierta.

Coloca el cursor sobre los valores de las columnas de  Y1  e  Y2,  en la línea de 
x  400.  Verás que los dos números no son iguales, pero están muy cercanos a 
30 000 000.

Puedes seguir bajando en la tabla, es decir, alejándote de  x  0  e investigar los valores de  Y1  e  Y2.

Llegarás a las dos conclusiones siguientes:


Los valores de  Y1  e  Y2  se hacen tan pequeños como queramos, alejándose de 
y  0,  es decir:
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
Los valores de  Y1  e  Y2  tienden a parecerse cada vez más, es decir, las dos funciones se comportan de forma parecida cuando  x .
Vamos a comprobar esto último haciendo una nueva investigación.

Pulsa    2nd   [TBLSET],  desplaza el cursor a la línea  Indpnt  y colócalo sobre  Ask.  Pulsa    ENTER  .

Pulsa ahora    2nd   [TABLE].  Verás la tabla anterior vacía. La calculadora está esperando que introduzcas un valor para  x  y calculará automáticamente los valores de  Y1  e  Y2  correspondientes a esa  x.  Teclea, por ejemplo, 10.000 y pulsa 
  ENTER  .  Ha aparecido  2E12  en las dos columnas.

Sitúa el cursor sobre uno y después sobre el otro número. No son iguales, pero están mucho más próximos que los que viste antes (tienen iguales las 4 primeras cifras).

Puedes volver a la columna primera e introducir otros valores de  x  aún más pequeños: ocurrirá algo parecido.

Hemos visto en la pantalla inicial (pulsa    ZOOM      6  ), que las gráficas de  Y1  e  Y2  “desaparecen” por la parte superior del primer cuadrante. Recuerda que queremos estudiar lo que ocurre cuando  x  se aleja de  x  0,  en este caso cuando x  .

a) Define una ventana, pulsando    WINDOW  ,  para ver solo el primer cuadrante, pulsa    TRACE    y fíjate en la parte superior.

Escribe una hipótesis para los valores de  
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(Por ejemplo, representa la función en el rectángulo  [0, 50] ( [0, 500]).

b) Puedes confirmarla o no con el siguiente procedimiento:

Pulsa    ZOOM    y selecciona  3:Zoom Out.  Pulsa    ENTER      ENTER    y  
  TRACE  .

Verás aparecer la gráfica de  Y1  y, a continuación la de  Y2,  casi pegada a la primera:
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Los ejes de coordenadas han cambiado de posición. Pulsa    WINDOW    y verás 
cuál es ahora la ventana de visualización. La opción  Zoom Out  muestra una parte mayor del gráfico, centrada en la posición del cursor, que no ves.

Ya sabes que no nos importa cerca de  x  0,  sino en el principio y el final del gráfico.

Repitiendo el proceso de pulsar    ZOOM      3  ,  la ventana aún se amplia más y podrás confirmar tu hipótesis.

¿Cuánto valen  
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¿Cómo se comportan estas funciones cuando  x  ?

c) Usa    2nd   [TBLSET]  y    2nd   [TABLE]  para visualizar una tabla de  Y1  e  Y2  para valores de  x  desde 0 hasta 1 000, de 50 en 50.

¿Cuánto valen  Y1  e  Y2  para  x  10 000?  ¿Y para  x  20 000?

Explica con tus palabras por qué  
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d)
Pon ejemplos de funciones polinómicas de grado mayor e igual que 3 que tengan el mismo límite, cuando  x    y  x  ,  que las anteriores.

Compruébalos con las gráficas y con las tablas.

e) Pon ejemplos de funciones polinómicas de grado mayor o igual que 3 que cumplan:
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Compruébalos.

f)
¿Pueden existir funciones polinómicas tales que  
[image: image17.wmf](

)

(

)

x

f

lím

x

f

lím

x

x

+¥

®

-¥

®

=

?

Pon ejemplos y compruébalos.

Ejemplo 2

Estudiamos la función  
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  cuando  x    y  x  .

Introduce la expresión de la función en el editor de funciones, pulsando    Y    y tecleando la fórmula, teniendo en cuenta que tanto el numerador como el denominador han de ir entre paréntesis.

O bien, como el numerador y el denominador son las funciones  Y2  e  Y1,  respectivamente, del ejemplo 1, podemos expresar  f (x)  Y2 / Y1.

Para ello, coloca el cursor a la derecha del signo    en  Y3  y tecleamos 
  VARS      (      1      2      (      VARS      (      1      1  .
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Debemos tener desactivadas todas las funciones que haya en el editor, salvo  Y3.

Representa la función pulsando    ZOOM      6  :
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Vamos a visualizar la función alejándonos de  x  0  hacia la derecha  (x  ).  Por lo que vemos, parece que la función crece, despacio, a partir de, aproximadamente,  x  2.

Pulsa    WINDOW    y modifica los valores para ver la función en  [10, 100] ( [0, 10].

[image: image21.png]



Pulsa    GRAPH    o    TRACE  :
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Vuelve a pulsar    WINDOW    para modificar los valores mínimo y máximo de  y,  de forma que la tendencia de la gráfica se aprecie mejor. Introduce  Ymin1  e  Ymax2.  Pulsa    TRACE  .
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Si pulsas    (  ,  desplazas el cursor hacia la derecha: los valores de  x  van aumentando, los de  y  también, y parece que estos últimos permanecen por debajo de 1.

Vamos a representar ahora la función  Y41  para comprobar esto último. Pulsa    Y    e introduce  Y41,  pulsa    TRACE  .  Parece que las dos gráficas se confunden.

Desplaza el cursor hacia la derecha, casi hasta el borde de la pantalla, y pulsa 
  ZOOM      2    (2: Zoom In)    ENTER  .  Verás cómo primero se dibuja la función  Y3  y después la recta  Y41,  muy próxima a la curva y por encima de ella.

Pulsando    TRACE    el cursor se colocará en una de las dos gráficas y pulsando    (    y  
  (    lo desplazaremos de una a otra.

Situando el cursor en la gráfica de abajo y pulsando    (    verás que los valores de  y  siguen aumentando acercándose a 1.

Por tanto, podríamos afirmar que:
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Y que la recta  y  1  es asíntota horizontal de  f (x)  (por la derecha).

a) Visualiza una tabla de valores de la función  f (x)  que comience en  x  100  y que aumente de 100 en 100 para comprobar, de nuevo, el límite anterior.

¿Cuánto vale la función para  x  2 000?

Pulsa    2nd   [TBLSET]  y selecciona  Ask  para la variable  x  (Indpnt). Pulsa 
  2nd   [TABLE].  ¿Cuánto vale la función para  x  10 000? ¿Y para  x  100 000?

b)
Pulsa    WINDOW    e introduce  Xmin100,  Xmax10,  Xscl10,  Ymin1,  Ymax2,  Yscl  1.
Pulsa    TRACE  .  ¿Qué ves ahora en la pantalla?

¿Podrías decir el valor de  
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¿Tiene asíntota horizontal por la izquierda la función?

c)
Comprueba lo anterior con una tabla de valores en la que  x  tome valores decrecientes a partir de  1 000  de  100  en  100. ¿Cuánto vale la función para  x  2 500?

¿Cuánto vale la función para  x  10 000?  ¿Y para  x  100 000?

Ejemplo 3

Averiguar el valor de los límites cuando  x    y  x    de las funciones
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En los dos casos bastará con modificar en el editor de funciones la expresión de Y1, cambiándola por  2x2  y  2x4,  respectivamente, y seguir el proceso explicado en los dos ejemplos anteriores.

Desactivaremos todas las funciones, salvo  Y3,  y haremos una primera representación gráfica pulsando    ZOOM      6  .

Para la primera función no será difícil que los alumnos lleguen enseguida a las conclusiones siguientes:
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que han de comprobarse en la tabla de valores y modificando la ventana de visualización.

Si amplias los límites a  [100, 100] ( [100, 100] y pulsa    TRACE  ,  observarás que la gráfica anterior se ha convertido casi en una recta. No debemos olvidar que estamos fijándonos en como se comporta la función cuando  x  se aleja del origen de coordenadas.
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Esta imagen puede servir para recordar y afianzar el concepto de asíntota oblicua.

Si realizas la división en la expresión de  f (x),  obtendrás  
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,  en la que observamos la ecuación de una recta,  y  x  3,5;  y un cociente, 
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Pulsa    Y    e introduce en  Y4  la expresión de la recta  X3.5  y en  Y5  la del cociente  (4X  8) / X2.  Desactiva todas las funciones, salvo  Y3  (f (x))  e  Y4  (la recta).

Pulsa    ZOOM      6  :

[image: image31.png]



Desactiva ahora  Y3  e  Y4  y activa  Y5  (la diferencia entre  f (x)  y  x  3,5),  la represéntala gráficamente y compruébalo con la tabla y la gráfica que  
[image: image32.wmf].
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Para la segunda función, modificando  Y1  y desactivando todas las funciones salvo  Y3,  si pulsas    ZOOM      6    apreciarás bastante claramente que  
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Para confirmarlo, pulsa    WINDOW    e introduce los valores  Xmin10,  Xscl10,  Ymin1,  Ymax1,  Yscl 1.  Pulsamos    TRACE  .

Observamos que la función y el eje  OX  casi se confunden. Pulsa    (    para desplazar el cursor hasta el borde derecho de la pantalla, pulsa    ZOOM      2      ENTER  .  Pulsa  
  TRACE    y    (    para desplazarte hacia la derecha sobre la curva y verás las coordenadas del punto en el que se encuentra el cursor, la  x  cada vez mayor y la  y  cada vez más próxima a 0.
Lo mismo podemos hacer para  x  .  Define la ventana  Xmin  100,  Xmax  10,  
Xscl  10  y deja los valores de  y  como antes. Pulsa    TRACE    y desplaza el cursor hacia la izquierda. Usa una tabla de valores, si es necesario, para comprobar la hipótesis hecha.

Ejemplo 4

Averiguar el valor de  
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Pulsando    Y  ,  teclea en  Y1  la expresión de la función  (20X10)/((4x2‑6x).  Pulsa  
  ZOOM      6    y verás:

[image: image35.png]



Solo vemos gráfica para valores negativos de  x.  ¿Es que el dominio de la función es 
( , 0)?  La pantalla no nos está dando toda la información sobre la función, porque por ejemplo, para  x  2,  Y1  20  (podemos comprobarlo en la tabla). Lo que ocurre es que hemos de ampliar la ventana, representando la función en  [20, 20] ( [20, 20].

Pulsando    TRACE  :

[image: image36.png]



Observamos que los dos límites que buscamos no son iguales.

Podemos comprobar que  
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Este ejemplo muestra que hay funciones que se comportan de forma distinta cuando
x    y cuando  x    y que, además, se sigue conservando “la regla de los cocientes de polinomios” aunque las potencias de  x  que intervengan no tengan el exponente entero.

Ejemplo 5

Estudiar:
a) 
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b) 
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c)
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a) Introduce en  Y1  la función tecleando    cos      1      (      X, T, ...      )  .

Pulsa    ZOOM      6    como en los ejemplos anteriores y verás una recta horizontal, que podría ser  y  1

[image: image41.png]



Esta no puede ser la función.

Vuelve a pulsar    ZOOM    y elige  7 (ZTrig),  opción que parece más adecuada para representar estas tres funciones, y obtendrás de nuevo una imagen similar a la anterior.

Pulsa    WINDOW    y observa cuáles son los valores de la ventana para  ZTrig:
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La calculadora está funcionando con la variable independiente en grados. Pulsa 
  MODE    para trabajar en radianes, baja el cursor a la tercera línea, colócalo sobre  Radian  y pulsa    ENTER  .  Vuelve a pulsar    WINDOW    y modifica los valores de la ventana gráfica.

Vamos a representar la función en [2, 2] ( [1,25; 1,25].

Para ello, en la línea de  Xmin  teclea    ()      2      2nd    []    ENTER  ;  para Xmax  tecleamos    2      2nd    []    ENTER  ,  para Xscl    2nd    []    (      2      ENTER  :
Teclea ahora, 1.25, 1.25 y 0.25 para  Ymin,  Ymax  e  Yscl.

Pulsa    TRACE  .  Hemos conseguido, así, una imagen más real de la función:

[image: image43.png]



Pulsando    (  ,  desplaza el cursor hacia la izquierda y parece que, si la función no hace “cosas extrañas”,  
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Además, la gráfica es simétrica respecto del eje  OY  (es una función par). Por tanto también sería  
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Pero no es una función periódica.

Comprobamos esta hipótesis haciendo una tabla de valores. Pulsa    2nd   [TBLSET] e introduce los valores  TblStart  0,  (Tbl  2,  pulsando    ENTER    después de cada uno.

Con    2nd   [TABLE] verás la tabla por la que podrás desplazarnos hacia abajo y observar cómo los valores de  Y1  aumentan, permaneciendo por debajo de 1 y cada vez más próximos a este.

b) Introduce en  Y2  la expresión de la función:

  sin      (      X, T, ...      x2            1      )      (      (      2      X, T, ...      )      )  .

La calculadora está funcionando en modo  Radian:  pulsa    ZOOM      7  .  La gráfica no parece aclararnos demasiado sobre la tendencia de la función cuando 
x  .
Observa que la función es impar (simétrica respecto del origen de coordenadas) y no es periódica.

Vamos a representar la función en la ventana  [2, 10] ( [1,25; 1,25].

[image: image46.png]



Pulsa    TRACE    y observa que la función no crece ni decrece indefinidamente, oscila aproximadamente desde 1 a 1. Por tanto, el límite buscado parece que no es  ni .

Volvemos a modificar la ventana para ampliar  la zona de visualización. Introduce los valores  Xmin1 000 (radianes),  Xmax  10 000,  Xscl  1 000.

Pulsa    TRACE  .  La imagen que obtenemos confirma nuestra hipótesis anterior y podemos admitir que el límite buscado no existe, pues la oscilación de la función en torno al eje  OX  parece continuar indefinidamente.

Podríamos modificar de nuevo la ventana y obtendríamos imágenes similares.

Usa la tabla para comprobarlo. Pulsa    2nd   [TBLSET]  e introduce los valores:
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Pulsa    2nd   [TABLE],  desplaza el cursor a la columna de  Y2  y hacia abajo, viendo cómo los valores de  Y2  no siguen ninguna tendencia, únicamente se mantienen entre  1  y  1.

c) Introduce en  Y3  la expresión  (1/x) cos (x)  y  pulsa    ZOOM      7  .

[image: image48.png]



Observa que la función no es periódica y es impar (simétrica respecto del origen de coordenadas).

Modifica la ventana de visualización para observar la función por la derecha, cuando  x  .

Pulsa    WINDOW    y representa la función en [2, 10] ( [1, 1]:

[image: image49.png]



Pulsa    TRACE  :

[image: image50.png]



La gráfica oscila alrededor del eje  OX,  cortando al eje en infinitos puntos, pero el valor de los mínimos y máximos está cada vez más próximo a 0.

Podemos seguir alejándonos hacia la derecha, por ejemplo, representando la función en  [100, 1000] ( [0,1; 0,1].  Observa que a partir del centro de la ventana, aproximadamente, hacia la derecha, la gráfica y el eje  OX  se confunden.

Por tanto,  
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  y lo mismo ocurre si  x  .  La recta  y  0  es asíntota horizontal de la gráfica.

5.2
COMPARACIÓN DE INFINITOS

 

Podemos utilizar la calculadora gráfica para “deshacer” algunas indeterminaciones del tipo  
[image: image52.wmf]¥
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  cuando  x    o  x    En los cuatro primeros ejemplos del apartado anterior hemos visto alguno de estos casos cuando el numerador y el denominador son potencias de  x.

Ejemplo 1

De las funciones  y  1,2x  e  y  1 000 x8,  ¿cuál crece más rápido?

Pulsando    Y  ,  teclea en  Y1  e  Y2  las dos funciones y desactiva, o borra, todas las demás.
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Pulsa    ZOOM      6    y observa cómo se dibuja primero la función exponencial y después la función polinómica.

[image: image54.png]



Parece que  y  1 000 x8  crece más deprisa que  y  1,2x.  Por tanto,  
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Comprueba esto haciendo una tabla de valores de las funciones para valores grandes de  x.

Pulsa    2nd   [TBLSET]  e introduce los valores que aparecen a continuación:
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Pulsa    2nd   [TABLE]  y aparecerán las tablas de  Y1  e  Y2:

[image: image57.png]



El contenido de las tablas no coincide con la gráfica inicial, para  x  300,  Y1 5,68 ( 1023  e  Y2  6,56 ( 1022,  que es mayor que  Y1.  Para los siguientes valores de  x,  la función exponencial  (Y1),  supera en mucho a la polinómica  (Y2).

Debe haber ocurrido que entre  x  200  y  x  300,  la función  1,2x,  cuya gráfica iba por debajo de la  1 000 x8,  ha superado a esta última.

Modifica los valores de la tabla:
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Pulsa    2nd   [TABLE]  y desplaza el cursor hacia abajo:

[image: image59.png]



Para  x 290,  Y1  ya supera a  Y2.

Veamos en la gráfica qué ha ocurrido. Representa las funciones en 
[280, 290] ( [1,5 ( 1022; 5 ( 1022]:

[image: image60.png]



Para introducir los valores en notación científica teclea para    2nd    [EE] .

Pulsa    TRACE  .  Primero verás aparecer la gráfica de  Y1  1,2x  y después la de 
Y2  1 000x8,  que corta a la primera en un punto y su crecimiento es más lento.

[image: image61.png]



El punto de corte está, aproximadamente, en  x  286.

Podemos introducir en  Y3  la expresión  Y1/Y2  y comprobar que  
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Ejemplo 2

Averiguar el valor de  
[image: image63.wmf]x

ln

x

x

lím

x

+

+¥

®

2

01

0

,

  y de  
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a) Para el primer límite, si representamos gráficamente las funciones  Y1  0.01x2  e 
Y2  x  lnx,  parece que la segunda función crece mucho más rápido que la primera.

[image: image65.png]



Si visualizas una tabla de valores para  Y1  e  Y2  empezando en  x  0  y con incrementos de 100 en 100 unidades, observaremos que para  x  200,  la función polinómica ya ha superado a  Y2  x  ln x,  y que:

[image: image66.png]



A partir de ese valor  (x  200),  Y1  crece mucho más rápidamente que  Y2.

Por tanto,  
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b) Para el segundo límite, representando las funciones  Y1  2x  e  Y2  x2  10 · 1,2x  en la ventana estándar, pulsando    ZOOM      6  ,  la imagen gráfica es similar a la anterior.

[image: image68.png]



En una tabla de valores que comience en  x 0  con incrementos para  x  de 100 unidades, vemos que para  x  100  la función  Y1  2x  ha superado con mucho a  
Y2  x2  10 · 1,2x,  y que para  x  300  el valor de  Y1  es casi el máximo de la capacidad de la calculadora  (9,9 · 1099),  mientras que para  Y2  se obtiene  5,1 · 1029, un número muy grande, de 30 cifras, pero mucho menor que el anterior.

Luego,  
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5.3
VISUALIZACIÓN GRÁFICA Y EN LA TABLA DE VALORES DEL COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCIÓN, CUANDO 
x  a
 

Para  
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  hay tres posibilidades que habremos de estudiar con detalle usando la calculadora:


Que los límites laterales, cuando  x  a  y  x  a,  existan y sean iguales.


Que los límites laterales sean    o ,  en cuyo caso habrá una asíntota vertical x  a.


Que los dos límites laterales existen y sean distintos, o bien que uno o los dos no existan.

Ejemplo 1

Estudiar  
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Teclea en  Y1  la función  Y1(x24)/(x^32x25x10),  pulsa    ZOOM      6    y observa que la imagen de la pantalla nos dice bastante poco sobre la función y sobre su comportamiento cerca de  x  2.

Veamos una tabla de valores en torno a  x  2.

Pulsa    2nd   [TBLSET]  e introduce los siguientes valores:

[image: image72.png]



Pulsa    2nd      TABLE    y observa que para  x  2  la calculadora da un mensaje de error. Si sustituimos  x  2  en la función, obtenemos  
[image: image73.wmf]0

0

,  y esa es la explicación de ese mensaje: 2 no está en el dominio de la función.

Estudiaremos lo que ocurre cuando  x  2  modificando la ventana de visualización de la función y utilizando la opción  1:ZBox  de    ZOOM  ,  que nos permite acercarnos tanto como queramos al punto  x  2.

Modifica la ventana de visualización pulsando    WINDOW    e  introduciendo los valores siguientes:  Ymin2  e  Ymax1  y manteniendo los demás como estaban. Pulsa  
  TRACE  .
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Ahora nos hacemos mejor una idea de la función. Desplaza el cursor hacia la izquierda, hasta colocarlo lo más cerca posible de 2. Debido a la resolución de la pantalla, podrás situarlo en  x  2,12766  y verás que  y  0,4332621.

Si ahora pulsas una vez    (    para situarlo un píxel más a la derecha, habrás rebasado  x  2 y el cursor estará en  x  1,914894,  donde  y  0,4517106.

Amplia la zona entre esos dos puntos. Pulsa    ZOOM  ,  selecciona 1:ZBox  y pulsa  
  ENTER  ,  o bien pulsa    ZOOM      1  .

Vuelve a pulsar    ENTER    y desplaza el cursor un paso hacia la izquierda, con 
  (  ,  y uno hacia arriba, con    (  .  Pulsa    ENTER    y    TRACE  .
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Pulsando    (      (    intentamos situarlo lo más cerca posible de  x  2,  por la derecha y por la izquierda, y vemos en la última línea de la pantalla los valores de  y,  que son 0,444...

Sin embargo, no conseguimos situar el cursor en  x  2.

Si volvemos a repetir el proceso de ampliar la zona de la gráfica alrededor de  x  2, utilizando la opción  1:ZBox,  conseguiremos acercar el cursor cada vez más a  x  2  y los valores de  y  serán 0,444...

Parece posible que  
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Calcula algunos valores muy próximos a  x  2. Pulsa    2nd   [TBLSET] e introduce los valores siguientes:

[image: image77.png]



La construcción de la tabla no va a ser automática: tendrás que introducir los valores de  x  manualmente y pulsar    ENTER    para obtener los valores de la función.

Pulsa    2nd   [TABLE].  Teclea, para  x,  2.00001 y pulsa    ENTER  .

[image: image78.png]



Desplazando el cursor a la columna de  Y1  verás en la última línea de la pantalla 
Y1  .444443580...  Puedes seguir tecleando, con el cursor en la columna de  X,  valores para esta variable, a la derecha y a la izquierda de 2: 1.999... ó 2.00...1, respectivamente, y obtendrás para  Y1  valores cada vez más próximos a 0,444...

Ejemplo 2

Estudiar el comportamiento de la función  
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  cuando  x  2  y  
x  1.

Veamos una tabla de valores en la que aparezcan estos valores de  x  (TblStart  3 y (Tbl  0.25).
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Esto debe ser lo que esperamos, porque la función no está definida para valores de  x menores o iguales que 2.  Si desplazas el cursor hacia abajo, para x  1  la función tampoco está definida, ya que  ln (1  2)  ln 1  0.

El dominio de la función es  (2, 1)  (1  ).

a) Veamos lo que ocurre si  x  1.

Representa la función pulsando    ZOOM      6  .  Observa que la gráfica comienza en un punto situado algo por debajo de  x  2,  decrece, aparece un trazo vertical (este trazo aparece porque la calculadora está funcionando en modo  “Connected”.  Pulsa    MODE    y compruébalo. Ponla en modo “Dot”. ¿Cómo cambia la gráfica? (que no puede ser la función)( y vuelve a aparecer la gráfica, decreciendo entre 1 y 0. El resto no nos interesa por ahora.
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Vamos a modificar la ventana, introduciendo  Xmin  2  y  Xmax  0,  después de pulsar    WINDOW  .  Pulsa    GRAPH  .

[image: image82.png]



Vuelve a modificar la ventana, aumentando la longitud de eje  OY  que podemos ver; por ejemplo,  Ymin  50,  Ymax  50  e  Yscl  10.

[image: image83.png]



Parece que, a la izquierda de 1, la gráfica decrece indefinidamente, tendiendo a . Por supuesto, la función no existe para  x  1.  Si los valores de  x  tienden a 1 por la derecha, la gráfica asciende.

Concluimos que  
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La función se comporta cuando  x  1, aproximadamente, como lo haría  
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  (es fácil comprobarlo). La recta  x  1  es una asíntota vertical de la función. Dibujamos esta asíntota vertical de la función. Pulsando    2nd   [QUIT]  para volver a la pantalla principal y pulsando    2nd   [DRAW],  seleccionando  4:Vertical  y tecleando    (-)      1  .  Pulsa    ENTER  .
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Podemos comprobar los límites anteriores con una tabla de valores. Pulsa 
  2nd    [TBLSET]  e introduce  TblStart  1.01  y  (Tbl  0.001.

Al pulsar    2nd    [TABLE]  y desplazar el cursor hacia abajo, verás cómo los valores de la función son negativos y cada vez menores, hasta  x  1.  Una vez a la derecha de 1, los valores de la función son grandes, positivos y cada vez menores.

Aún podríamos “afinar” más, introduciendo un valor más cercano aún a 1 y un incremento para  x  más pequeño.

b) Para ver lo que ocurre cuando  x  2,  volvemos a la gráfica inicial de la función, pulsando    ZOOM      6  .

Pulsa    ZOOM      1  ,  para acercarte a  x  2.  Desplaza el cursor hacia la izquierda hasta un valor de  x  menor que 2, pero cercano. Pulsa    (    para desplazarlo hacia arriba. Pulsa    ENTER ,    (    y    (  ..  Se irá abriendo el rectángulo que será la nueva ventana. Pulsa    ENTER    y   TRACE  .
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Pulsa    (    varias veces hasta ver aparecer el cursor sobre la gráfica. En la última línea de la pantalla verás las coordenadas del punto en el que se encuentra.

Debido a la resolución de la pantalla, el cursor llega hasta un valor de  x  1.99...  y  el siguiente, a la izquierda, es  x  2.000...,  para el que no existe valor de  y.

Por el tipo de función que estamos manejando, en la gráfica no podemos acercarnos a 2 tanto como queramos, debido también a las limitaciones de la calculadora.

Intentemos hacerlo usando la tabla de valores, en la que introduciremos, manualmente, valores de  x  1.999...  y pulsando    ENTER    obtendremos los de  y.

Pulsa    2nd   [TBLSET]  e introduce:
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Pulsa    2nd   [TABLE]:  aparece la tabla en blanco. Introduce valores para  x,  pulsando    ENTER    a continuación.

Puedes introducir valores para  x  iguales a 1,9...9 hasta con 12 cifras decimales. Este es el valor más próximo a 2 con el que podemos trabajar, obteniendo 
y  0,7238...  con 13 o más cifras decimales.
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La función crece muy lentamente cuando  x  2  y no podemos acercarnos más a 
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 eso aparece el mensaje de ERROR.

Hay que superar a la calculadora y aceptar que, si esa tendencia continúa,  
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  no existe.

En este ejemplo las características de la función cerca del punto rebasan las posibilidades de la calculadora.

Ejemplo 3

Estudiar  
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a) Introduce en  Y1  la función  cos(1/X),  pulsa    MODE    y selecciona  RADIAN,  para que la calculadora trabaje en radianes y no en grados.

Represéntala pulsando    ZOOM      7    (7:ZTrig).

[image: image96.png]



Parece que la gráfica tiende a un punto del eje  OY  cuando  x  0. Explora esta zona cerca de  x  0  usando    ZOOM    1:ZBox.  Desplaza el cursor hasta situarlo en un punto del tercer cuadrante que será el vértice superior izquierdo de nuestra nueva ventana y pulsa    ENTER  .

Pulsa ahora    (    para definir la anchura del rectángulo hasta pasar al primer cuadrante. Abre el rectángulo, pulsando    (  ,  hasta definir su altura y pulsa   ENTER  .

[image: image97.png]



No hemos conseguido que la gráfica quede dentro de la nueva ventana. La función oscila pasando de positiva a negativa para valores muy próximos de  x.

Puedes volver a definir con    ZOOM      1    una ventana aún más pequeña que contenga a  x  0;  verás que las oscilaciones son aún más rápidas. La gráfica parece un “código de barras”.

Podemos concluir que no existe  
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,  ya que no es posible conseguir que la gráfica de la función quede dentro de cualquier ventana pequeña que contiene a  x  0.
b) Pulsa    Y    para modificar  Y1,  colocando el cursor a la derecha de  .  Pulsando    2nd   [INS]   X,T...    no es necesario teclear de nuevo la fórmula de la función. Pulsa    ZOOM      7  .
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Parece que  
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Usa    ZOOM      1    para comprobarlo. Desplaza el cursor con    (    y    (    al segundo cuadrante y pulsa    ENTER  ;  pulsando    (    y    (    define la nueva ventana que contiene a  x  0  y pulsa    ENTER  .

[image: image101.png]



Puedes volver a repetir la operación anterior y observarás que aunque la gráfica oscila en torno al eje  OX,  las oscilaciones son cada vez menores y tiende a pasar por el punto (0, 0), aunque este punto no es de la gráfica (lo comprobaremos en una tabla de valores que contenga a  x  0).

Por tanto,  
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Pulsando    WINDOW    verás las dimensiones de la ventana, que son muy pequeñas.

Antes de seguir, debes volver a pulsar    MODE    y seleccionar  Degree  para que la calculadora deje de funcionar en radianes.

Ejemplo 4

Estudiar el comportamiento de las funciones siguientes en  x  1:

a) 
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b) 
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a) Para introducir en  Y1  la expresión de  f (x),  pulsamos    Y    y con el cursor a la derecha de  Y1  tecleamos:
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Borra o desactiva las demás funciones. Pulsa    ZOOM      6  .  Vamos a utilizar la opción    ZOOM      1   para acercarnos a la zona de la gráfica que nos interesa. Pulsa    ZOOM      1  ;  el cursor aparece en  (0, 0).  Pulsa    ENTER .  y desplázalo hacia la derecha hasta superar  x 1.

Pulsa ahora    (    para definir la altura de la nueva ventana hasta superar la “unión” de los trozos de gráfica. Pulsa    ENTER  .

[image: image108.png]



Pulsando    WINDOW    verás los límites de nuestra ventana actual.

[image: image109.png]



En  x 1  la función da un salto desde  e  2,71...  hasta 2, que aparece dibujado en la gráfica porque la calculadora está trabajando en modo  Connected.

Pulsa    MODE  ,  baja el cursor a la quinta línea, colócalo sobre  Dot  y pulsa  
  GRAPH  .

Ahora aparece la gráfica de la función sin la línea vertical que unía los extremos de los dos trozos.

Vemos en la gráfica que
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Pulsando    TRACE    puedes desplazar el cursor sobre la gráfica y visualizar las coordenadas de los puntos por los que va pasando.

Por tanto, podemos afirmar que  
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  no existe. Una tabla de valores que comience en  x  0,99  con incrementos de 0,001 servirá también para comprobar lo anterior.

Vuelve a pulsar    MODE    para seleccionar la opción más habitual, Connected.

b) Desactiva  Y1  y teclea en  Y2:

  2      X, T, ...            MATH      (      1      X, T, ...            1      )      ( .  
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Pulsa    ZOOM      6    y vuelve a utilizar la opción    ZOOM      1      ENTER    para definir una ventana en la que se encuentre la zona que nos interesa:

[image: image116.png]



El gráfico es similar al del ejemplo anterior. Pulsa    MODE    y selecciona la opción  Dot,  y vuelve a pulsar    GRAPH  .

[image: image117.png]



Pulsando    TRACE    podrás recorrer la gráfica y concluir que  
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  no existe.

5.4
INDETERMINACIONES

 

En los ejemplos de los apartados anteriores se han visto funciones en las que se presentan casos de indeterminaciones, tanto cuando  x  tiende a    o    como cuando  
x  a.

Utilizando las mismas técnicas con la calculadora, estudiando las gráficas o usando una tabla de valores, se puede trabajar con cualquier función.

Ejemplo 1

Comparar el comportamiento de las funciones:


[image: image121.wmf](

)

x

x

x

x

f

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

1

  y  
[image: image122.wmf](

)

2

1

x

x

x

x

g

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

 cuando  x  
Las dos funciones son ejemplos de indeterminaciones del tipo 1.

Las introducimos en el editor de funciones, en  Y1  e  Y2,  respectivamente. Como solo nos interesa el comportamiento cuando  x    podemos definir la ventana gráfica, pulsando    WINDOW  ,  e introduciendo los siguientes valores:
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Pulsando    GRAPH    aparecerá primero la gráfica de  Y1  y después la de  Y2.  OObserva que sus límites, cuando  x  ,  son distintos:
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También se puede usar la tabla de valores, en modo automático o manual, para concluir que:


[image: image125.wmf](

)

e

x

f

lím

x

=

+¥

®

  y  
[image: image126.wmf](

)

+¥

=

+¥

®

x

g

lím

x


Ejemplo 2

Estudiar el valor de  
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Las dos funciones son ejemplos de indeterminaciones  
[image: image129.wmf]0
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  cuando  x  5.

Si introduces sus expresiones en  Y1  e  Y2,  respectivamente, y pulsas    ZOOM      6  ,  verás que se comportan de modo diferente cerca de  x  5.
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Posiblemente convenga representarlas por separado, desactivando una de ellas y estudiando la otra.

Casi seguro que con el primer gráfico puedes afirmar que


[image: image131.wmf]+¥

=

-

+

-

®

3

2

5

)

5

(

5

6

x

x

x

lím

x

 y que  
[image: image132.wmf]25

5

6

2

2

5

-

+

-

®

x

x

x

lím

x

  está entre 0 y 1.

Define una tabla de valores en la que aparezcan las dos funciones. Pulsa 
  2nd   [TBLSET]  e introduce los valores:

[image: image133.png]



Pulsa    2nd   [TABLE]  y desplazando el cursor hacia abajo observa que los valores de  Y1  aumentan rápidamente y son muy grandes, y los de  Y2  aumentan acercándose a 0,4.

Para  x  5,  ninguna de las dos funciones está definida y si  x  es mayor que 5 los valores de  Y1  siguen siendo muy grandes y disminuyen , mientras que los de  Y2  siguen estando próximos a 0,4.

[image: image134.png]



5.5
CONTINUIDAD EN UN PUNTO Y EN UN INTERVALO

 

Con la calculadora una función es continua en un punto  x  a  si se cumplen las condiciones siguientes:


En la tabla de valores, automática o manual, no aparece ERROR para  x  a.


Para cualquier ventana de visualización que definamos, con    ZOOM      1  ,  que contenga al punto  (a, y(a)),  independientemente de su tamaño, hemos de conseguir ver un trozo de gráfica que pase por ese punto.

Esta “definición” tiene un inconveniente que tendremos que salvar nosotros, superando a la calculadora, que trabaja haciendo aproximaciones.

Una función es continua en un intervalo si es continua en todos los puntos del intervalo.

Ejemplo 1

Comprobar gráficamente que la función
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es continua en  x  2

En esta función nos encontramos dos problemas: 


El primero ya lo resolvimos en el apartado 8.3: para la segunda parte de la función no es posible acercarse a 2 por la izquierda tanto como queramos, ni gráficamente ni con la tabla de valores, pero habíamos concluido que  
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
El segundo se refiere a cómo introducir esta función en el editor de funciones pulsando    Y  .  Si tecleamos  (x2)(x2)((x4)/ln(x2))(x>2 and x<1) en Y1  y pulsamos    ZOOM      6  ,    GRAPH    o    TRACE  ,  la calculadora solo dibujará la segunda parte de la función.

Para solucionar este problema puedes teclear en  Y1  la primera parte y en  Y2  la segunda, y activar las dos funciones:
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Al definir cualquier tabla de valores aparecerán las columnas de  Y1  e  Y2.  Pulsa  
  ZOOM      6  :

[image: image138.png]



Las gráficas no se unen en (2, 0), que ya preveíamos que iba a ocurrir. La recta vertical en  x  1  se debe a que la calculadora está trabajando en modo Connected.

Pulsa    ZOOM      1    para definir una ventana que contenga al punto (2, 0) y obtendrás la imagen:

[image: image139.png]



Pulsando    TRACE    llevarás el cursor a la gráfica y podrás desplazarlo sobre ella.

Si no fuera por las aproximaciones con las que ha de trabajar la calculadora, los dos trazos se unirían en el punto (2, 0).

Ejemplo 2

Comprobar que las funciones  
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  no son continuas en  x  1.
a) El comportamiento cerca de  x  1  de la función  f (x)  lo estudiamos en el ejemplo 4 del apartado 8.3. Habíamos llegado a la conclusión de que
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Es fácil comprobar gráficamente que algunas ventanas de las que podemos definir que contengan al punto (1, 2) solo permiten ver la parte de la derecha o de la izquierda de ese punto.

Por ejemplo, pulsa    ZOOM      1  .  El vértice inferior izquierdo de la nueva ventana será el origen de coordenadas y el vértice superior derecho el punto de coordenadas  x  1,9148936,  y  3,5483871.  Pulsa    ENTER  .

[image: image144.png]



Vuelve a pulsar    ZOOM      1    y define una ventana que contenga solo la parte derecha de la gráfica:

[image: image145.png]



Pulsa    ENTER  :

[image: image146.png]



Si la función fuera continua en  x  1,  esto sería imposible de conseguir: habría gráfica a ambos lados de (1, 2).

Aunque el aspecto inicial de este ejemplo es el del ejemplo 1, aquí hay una discontinuidad “real” en la función, mientras que en la otra hay una discontinuidad “aparente” debida a las limitaciones de la calculadora.

b) Introduce en  Y1  la fórmula de la función:
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Pulsa    ZOOM      6    y verás:

[image: image148.png]



Pulsa    ZOOM      1    para observar más de cerca lo que ocurre al acercarnos a 
x  1.

El origen de coordenadas será el vértice inferior izquierdo de la ventana. Desplaza el cursor a la derecha hasta colocarlo en algún valor de  x  mayor que 1, por ejemplo  
x  1,9148...  Pulsa    ENTER    y pulsando    (    define la altura de la ventana.
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Pulsa    ENTER    y    GRAPH  :

[image: image150.png]



Parece que  
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  no existe, porque el dominio de la función es {0}  (1, ) (puedes comprobarlo en la tabla de valores) y que  
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Usa    WINDOW    para definir una ventana centrada en  x  1  que te permita observar valores grandes de  y:
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Pulsa    TRACE  :

[image: image154.png]



Puedes definir una ventana centrada en  x  1  tan “estrecha” como quieras. Nunca podrás encontrar una altura suficiente para que en ella esté comprendida la gráfica correspondiente a esos valores de  x.  La gráfica siempre se “escapará” hacia arriba. La función no es continua en  x  1.

Ejemplo 3

¿Es continua la función  
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  en  x  1?

Introduce la fórmula en  Y1,
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Pulsa    ZOOM      6  .  Aparentemente la función sí es continua en  x  1.

Pulsa    ZOOM      1    para definir una ventana que contenga  x  1.

[image: image157.png]



Pulsando    ENTER    o    TRACE  :

[image: image158.png]



Desplaza el cursor y fijate en las coordenadas de los puntos de la gráfica.

Aparentemente  
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Define una tabla de valores, pulsando    2nd   [TBLSET]:

[image: image160.png]



Pulsando    2nd   [TABLE]:

[image: image161.png]



Desplazando el cursor hacia abajo puedes comprobar que los valores de  y  están muy cerca de 1, pero en la línea de  x  1,  la tabla muestra ERROR.

La función no es continua en  x  1,  aunque observando la gráfica lo parece, porque 
x  1  no pertenece al dominio de esta.

Este “error gráfico” se debe, otra vez, a las limitaciones de la calculadora. La resolución de la pantalla y el tamaño de píxel impiden observar la discontinuidad evitable en 
x  1.  Sin embargo, es posible comprobarlo en la tabla.

5.6
TEOREMAS PARA FUNCIONES CONTINUAS EN INTERVALOS
 

Los teoremas de Bolzano, de los valores intermedios y de Weierstrass resultan bastante evidentes utilizando las posibilidades gráficas de la calculadora.

Ejemplo 1

La función  
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  está definida en el intervalo [0, 1]. Explica por qué no cumple el teorema de Bolzano, es decir, no existe ningún valor de  c  (0, 1)  para el que  f (c)  0.

Introducimos en  Y1  la fórmula de la función.

[image: image163.png]



Pulsa    ZOOM      6  .  La gráfica que vemos en la pantalla no nos dice mucho sobre la función. Usa    ZOOM      1    o modifica la ventana de visualización pulsando  
  WINDOW  .

[image: image164.png]



Pulsa    MODE    y selecciona  Dot  para que la calculadora no una posibles discontinuidades. Pulsa    GRAPH  .  Evidentemente, la función no es continua en  x  0,5,  aunque la otra hipótesis del teorema,  signo  f (0)  signo f (1),  sí la cumple.
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Ejemplo 2

Demostrar que las gráficas de las funciones  
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g (x)  3x  cos (2x  3)  se cortan exactamente en tres puntos.

Introduce en  Y1  e  Y2  las expresiones de  f (x)  y  g (x),  respectivamente.
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Pulsa    MODE    para seleccionar  Radian  y  Connected.  Representa gráficamente las funciones pulsando    ZOOM      7    (ZTrig). Vemos, primero, la gráfica de  f (x)  y, después, la de  g (x).

[image: image168.png]



Observamos uno de los puntos de corte de las dos gráficas.

Como buscamos puntos en los que  Y1  Y2,  definimos Y3  Y1  Y2,  que es una función continua en todo su dominio,  ,  por serlo Y1  e Y2.  Estudiando los cambios de signo de esta función encontraremos los puntos de corte de  Y1  e  Y2.

Pulsando    Y    y colocando el cursor a la derecha de  Y3   teclea:

  VARS      (      1      1            VARS      (      1      2  .
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Desactiva  Y1  e  Y2.

Pulsa    ZOOM      7  .  Vemos parte de la gráfica de  Y3  y observamos que corta tres veces al eje  OX.

[image: image171.png]



Pulsa    WINDOW    para aumentar el tamaño de la ventana y hacernos una mejor idea de la gráfica de Y3. Introduce los siguientes valores:

Xmin  4,  Xmax  4,  Ymin  50,  Ymax  50,  Yscl  5

Para introducir  4  teclea    ()      4      2nd   []   ENTER  .

Pulsa    GRAPH  .

[image: image172.png]



La gráfica de  Y3  es, aproximadamente, la de una función polinómica de grado 3, ya que el sumando  cos (2x  3)  tiene poco valor, sobre todo cuando  x  se hace grande.

Tenemos localizados los ceros de  Y3  en  
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Pulsa    TRACE    y recorre la gráfica para localizar estos puntos. El del primer intervalo está entre  x  4,2779...  y  x  4,0105...:  el del segundo entre x  1,0694... y  
x  1,3368...;  y el del tercero entre  x  5,8821...  y  x  6,1495...

Puedes comprobar, con una tabla de valores, que  no habrá más ceros de  Y3  fuera de la ventana, pues los valores de  Y3  seguirán aumentando (por la derecha), y disminuyendo, (por la izquierda) fuera de la ventana.

Si quieres conocer con más exactitud el valor de los puntos de corte puedes usar la opción  2:Zero  de    2nd   [CALC].

Pulsa    2nd   [CALC]   2  .

Pulsando    (    y    (  ,  situa el cursor a la izquierda del punto de corte que buscas y pulsa    ENTER  .  Con    (    desplaza el cursor a la derecha del punto y vuelve a pulsar    ENTER      ENTER  .

Enseguida aparecerán en la pantalla, en la última línea, las coordenadas del punto. En nuestro ejemplo:

x  4,243377,  y  0;  x  1,0748562;  y  0;  x  6,0639506,  y  0.

Ejemplo 3

Buscar entre qué dos enteros consecutivos la función  f (x)  3x  cos (2x  3) vale 50.

La función es la suma de dos funciones continuas en todo  ,  por tanto es continua en cualquier intervalo cerrado  [a, b].

Buscaremos el intervalo pedido representando la función (seleccionando    MODE    Radian) en una ventana  [0, m] ( [0, 60].

Teclea la expresión de la función en el editor de funciones y pulsa    ZOOM      7  .

Pulsa    WINDOW    e introduce los valores  Xmin  0,  Xmax  30,  Xscl  5,  Ymin  0,  Ymax  60,  Yscl  10.
Pulsa    TRACE  .
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Pulsando    (    y    (  ,  desplaza el cursor por la gráfica hasta que  y  esté próximo a 50.

Para  x  16,276596,  y  48,541978  y  para  x  16,595745,  y  50,126709.

Por tanto, en el intervalo  [16, 17]  la función toma en algún punto el valor 50.

5.7
PROBLEMAS CON FUNCIONES

 

Los problemas que vienen a continuación están pensados para que la mayor parte del trabajo se dedique a pensar en su planteamiento y en el método para encontrar la solución. Una vez resuelto esto, las posibilidades gráficas de la calculadora deberían facilitarnos mucho la búsqueda de la misma.

Ejemplo 1

Un ganadero compra una ternera de 270 kg por 125 euros. Alimentar al animal cuesta 0,09 euros al día y la ternera aumenta de peso, por término medio, 13,5 kg al mes. Por otra parte, cada día que pasa, el valor del animal en el mercado disminuye, de modo que el valor al cabo de  t  días es 
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 euros por kilogramo. Calcula cuándo debe vender la ternera para obtener la máxima ganancia.

La ternera aumenta de peso diariamente, por término medio, 13,5 / 30  0,45 kg.

Por tanto, el peso de la ternera al cabo de  t  días vendrá dado por la función:

P (t)  270  0,45t  (kg)

El valor de la ternera vendrá dado por la función:

V (t)  Peso · Precio del kg  (270  0,45t) · 
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El coste total invertido en el animal, compra y alimentación, al cabo de  t  días será:

C (t)  125  0,09t  (en euros)

La ganancia, si se vende a  los  t  días de haberla comprado, es:

G (t)  V (t)  C (t)  (270  0,45t) · 
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Esta es una función polinómica de grado 2 de la que vamos a buscar su máximo usando la calculadora.

Pulsa    Y    e introduce en  Y1  la expresión de la función:
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Si pulsas    ZOOM      6  ,  no verás nada en la pantalla. Debes ajustar la ventana de visualización para observar la gráfica de la función.

Para obtener los valores de los extremos de la ventana define una tabla de valores, pulsando    2nd   [TBLSET]:
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Pulsando    2nd   [TABLE]  verás en la tabla la ganancia obtenida desde el día de la compra de 50 en 50 días.

Bajando el cursor observarás que la ganancia aumenta hasta el día 300, pero para 350 ya ha comenzado a disminuir.

La ventana de visualización puede ser:
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Pulsa    TRACE  .
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Para buscar el punto en el que se obtiene la máxima ganancia pulsa    2nd   [CALC] y selecciona  4:maximum.

Pulsando    (      (    coloca el cursor a la izquierda de  x  300  y pulsa    ENTER  .  Ahora lo desplazamos a la derecha hasta pasar  x  300  y pulsa    ENTER      ENTER  .
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El ganadero debe vender la ternera al cabo de 300 días desde que la compró, obteniendo así una ganancia máxima de 50,5 euros.

Ejemplo 2

El gasto mensual en alimentación de las familias de una ciudad depende de su renta según la relación:
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donde  x  y  G (x)  representan la renta mensual y el gasto en euros.

a) ¿Hay alguna familia cuyos gastos en alimentación sean de 250 euros?

b) ¿Cómo evoluciona el gasto a medida que aumenta la renta?

En primer lugar, para hacernos una idea de cuáles son los valores que toma la función, define una tabla desde  x  0  con incrementos de 100 euros:
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Desplazando el cursor hacia abajo observarás que los valores de la función aumentan, al principio rápidamente, pero después el aumento es mucho más lento.

Representa la función en la ventana:
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Selecciona  Dot  en    MODE    y pulsa    TRACE  .
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La gráfica tiene una discontinuidad en  x  600.

Recorre la gráfica con el cursor y observa que da un salto, en  x  600,  desde, aproximadamente,  y  235  hasta  y  304.

Define una tabla que comience en  x  600  con incrementos de 1. Según la tabla, para  
x  600  el gasto es de 236 euros, y para  x  601, de 300,25 euros.

Por tanto, no hay familias que gasten 250 euros.

Si representas la función en la ventana  [2 000, 10 000] ( [0, 700],  observarás que la gráfica no supera el valor  y  600,  aunque está cada vez más cerca.
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Podemos seguir haciendo comprobaciones de que  
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Luego podemos afirmar que el gasto en alimentación aumenta según aumenta la renta, acercándose a 600 euros, pero permaneciendo siempre por debajo de este valor.

Ejemplo 3

Los pájaros de una determinada especie emigran de una zona  A  a otra  B,  distantes entre sí 1 000 km. Al principio y al final de la ruta hay fuentes de alimentación, pero, a lo largo de la ruta solo pueden encontrar alimento en el kilómetro 400.

¿En qué punto de la ruta es máxima la distancia a una fuente de alimentación?

Llamamos  x  a la distancia a la que se encuentra un pájaro del punto de partida  (A).

La distancia del pájaro a la fuente de alimentación más cercana será:
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Introduce esta función en  Y1:
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Nuestra ventana de representación puede ser  [0, 1 000] ( [0, 500],  fijando las escalas en los dos ejes iguales a 100 unidades.

Pulsando    GRAPH    obtendrás:
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Observamos que la distancia máxima de un pájaro a una fuente de alimentación es de 300 km cuando se encuentre en el kilómetro 700 de su ruta.

5.8
OTRAS ACTIVIDADES


Puedes usar los procedimientos anteriores para comprobar y resolver los ejercicios y problemas propuestos de esta unidad.

Por ejemplo, los que tienen los números:

2 ( 3 ( 11 ( 23 – 27
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