CALCULADORA GRÁFICA (TI-83 y TI-83 Plus)

Todas las órdenes y programas están tecleados en TI-83 Plus. Básicamente, en 
TI-82 y TI-83 se teclean de la misma forma.
En esta unidad usaremos las técnicas de la calculadora para representar una función y sus derivadas primera y segunda, así como las opciones para calcular raíces y extremos relativos.

7.1
RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UN PUNTO

 

Ya hemos visto en la unidad anterior la forma de obtener la gráfica y la ecuación de la recta tangente a una curva en un punto en el que es derivable, pulsando  
  2nd   [DRAW]   5    y tecleando la abscisa del punto.

Tendremos que estudiar con cuidado la función y su derivada en los puntos en los que pueda no ser derivable.

Ejemplo 1

Encontrar la recta tangente a la gráfica de ecuación  y  x3  5x2  9  en  
x  1.

Teclea en  Y1  la expresión de la función y desactiva el resto de las funciones. Pulsa
  ZOOM      6  .

En la pantalla aparece la gráfica de la función. Pulsa    2nd   [DRAW]   5    y teclea  
  ()      1      ENTER  .
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Ha aparecido en la pantalla la recta tangente pedida, que se apreciará con más o menos claridad según las escalas elegidas para los ejes. Puedes cambiar la ventana de representación a  [5, 5]  [10, 10]  y observarás mejor la recta.

Además, en la última línea está la ecuación de dicha recta:

y  13,000001x  16,000001

Puedes fijar el número de cifras decimales pulsando    MODE    y  situando el cursor en la segunda línea sobre el número que desees. A continuación pulsa    ENTER    y  
  GRAPH  ,  y repite el proceso.

Ejemplo 2

¿Existe algún punto en el que la recta tangente  y  x3  5x2  9 tenga pendiente 5?

Utilizaremos la gráfica de la función derivada,  Y2nDeriv(Y1,X,X).

Activa está función y desactiva todas las demás.

Introduce  Y35  y pulsa    ZOOM      6  .
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La recta horizontal  Y3  5  corta a la gráfica de la derivada de  Y1  en dos puntos, en los intervalos  (1, 0)  y  (3, 4).

Busca estos puntos con la opción    2nd   [CALC]  5:intersect  de la calculadora.

Pulsa    2nd   [CALC]   5  .

[image: image3.png]



Pulsa    ENTER      ENTER      ENTER  .

Después de unos segundos aparece en la pantalla:

[image: image4.png]



Vuelve a repetir el proceso, pulsando    2nd   [CALC]   5  ,  para encontrar el otro punto, pero antes de pulsar por tercera vez    ENTER    desplaza el cursor con    (    hasta colocarlo cerca del punto buscado. Ahora pulsa    ENTER  .
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Ejemplo 3

¿Hay algún punto en el que las rectas tangentes a  y  x3  5x2  9  e  y  2x sean paralelas?

Bastará con introducir en  Y3  la función  y  2x  y en  Y4  su función derivada.
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Mantén activadas solamente las funciones  Y2  e  Y4,  y pulsa    ZOOM      6  .

[image: image7.png]



Utilizando    2nd   [CALC]   5    la calculadora nos devuelve los puntos  x  064994, donde las tangentes tienen pendiente  y  66261361,  y  x  4,4892664,  en el que las pendientes son  y  15,567875.

7.2
SIGNO DE LA FUNCIÓN DERIVADA

 

Continuamos con la función  Y1  x3  5x2  9  y su derivada,  Y2  nDeriv (Y1, X, X). Desactiva el resto de funciones y pulsa    ZOOM      6  .
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Observa en la pantalla que la función derivada es positiva en los intervalos  ((, 0)  y  (k, ), donde  k  es un número del intervalo  (3, 4),  que buscaremos después. La derivada es negativa en el intervalo  (0, k).

Es fácil, viendo las dos gráficas, llegar a la conclusión siguiente: donde la derivada es positiva, la función es creciente, y si la derivada es negativa, la función es decreciente.

Así mismo, buscar los extremos relativos de la función equivale a buscar los puntos de corte de la derivada con el eje de abscisas (puntos de derivada nula, o de tangente horizontal).

Comprobaremos esto buscando, primero, los dos puntos en los que la derivada corta al eje OX  y después buscaremos el máximo y el mínimo relativos de la función, y obtendremos los mismos puntos.

a) Resuelve la ecuación  Y2  0  usando    2nd   [CALC]  2:Zero.

Pulsa    2nd   [CALC]   2  .
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El cursor está sobre  Y1,  en el punto  (0, 9),  pulsa    (    para situarlo sobre  Y2.  En la parte superior de la pantalla aparece  Y2  nDeriv (Y1, X, X)  y en la parte inferior  X  0  e  Y  1E  6.

Desplaza el cursor a la izquierda del punto de corte con  OX,  con    (  ,  y pulsa  
  ENTER  .

Ahora, desplázalo a la derecha del punto, con    (  ,  y pulsa    ENTER     ENTER  .
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El punto que devuelve la calculadora,  X  9.9999  10-8  0,  es consecuencia del método de aproximaciones sucesivas que utiliza en los cálculos. Puedes modificar la cantidad de cifras decimales con la tecla    MODE  .

Buscamos ahora el otro punto de corte con  OX.  Pulsa    2nd      CALC      2    y  
  (  ,  y desplaza el cursor con    (    hasta situarlo cerca, y a la izquierda, del punto buscado y pulsa    ENTER  .

Sigue desplazando el cursor hasta que esté a la derecha del punto y pulsa 
  ENTER      ENTER  .
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El segundo punto es  
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b) Utiliza ahora las opciones    2nd   [CALC]  3:minimum  y  4:maximum  para averiguar dónde están y cuánto valen los extremos relativos de la función y comprobar que obtenemos los mismos puntos encontrados antes.

Pulsa    2nd   [CALC]   4    para encontrar el máximo.

El proceso es como el anterior: en la parte superior ha de aparecer  Y1  x^3 - 5x2  9  y debes desplazar el cursor con    (    o    (    hasta situarlo cerca, y a la izquierda, del punto cuyas coordenadas buscamos.

Pulsa    ENTER    y desplázalo a la derecha, y vuelve a pulsar    ENTER      ENTER  .
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El máximo relativo es  (0, 9)

Para averiguar el mínimo, repite el proceso pulsando    2nd   [CALC]   3  .
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Para cualquier otra función bastará con teclear en  Y1  su expresión y cambiar la ventana de visualización y las escalas en los ejes, usando    WINDOW  ,  hasta que veamos con claridad las dos gráficas.

7.3
SIGNO DE LA FUNCIÓN DERIVADA SEGUNDA


Introduce en  Y3  la expresión para la derivada segunda de  Y1,  que nos permitirá comparar la gráfica de  Y1  con la de su derivada y la de su derivada segunda,  
Y3  nDeriv (Y2, X, X),  y pulsa    ZOOM      6  .
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La calculadora dibuja con bastante lentitud  Y2,  y aún más despacio  Y3,  debido a los cálculos que debe hacer en cada punto.

Observa que  Y3  es negativa donde  Y2  es decreciente, es decir, en los puntos en los que  Y1  es convexa  (().  Del mismo modo,  Y3  es positiva donde  Y2  es creciente e  Y1  cóncava  (().

El punto de corte de la derivada segunda con el eje OX coincide con la abscisa del extremo relativo mínimo de la derivada primera y la del punto de inflexión de la función.

La búsqueda de este punto se realiza siguiendo el procedimiento para hallar la raíz de  Y3,  o el mínimo de  Y2,  explicado en el apartado anterior. El punto de inflexión se encuentra en  x 1,6666667  5/3,  y 0,259  7/27.

7.4
PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN


La calculadora gráfica permite reflexionar sobre el significado del enunciado y sobre el planteamiento de este tipo de problemas.

Una vez encontrada la función de la que hay que encontrar los extremos, relativos o absolutos, el siguiente paso será introducirla en la calculadora en el editor de funciones y, en algunos casos, investigando sobre la tabla de valores, encontrar los límites de la ventana de visualización para observar la gráfica con la mayor claridad posible.

Una vez conseguido esto utilizaremos las opciones    MATH    6:fMin(  y  7:fMax(  o 
  2nd   [CALC]  3:minimum  y  4:maximum.

Ejemplo 1

Las ganancias y pérdidas, en miles de euros, de una empresa fundada hace cuatro años vienen dados por la función:
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siendo  x  el tiempo de existencia de la empresa contado desde el momento actual.

A la vista de la gráfica de la función, determina si la empresa ha tenido o tendrá pérdidas. 

¿Qué significan los máximos y mínimos que se observan en la gráfica? ¿Cuándo se producen?

¿Cuál es la situación actual de la empresa y cuáles son las previsiones para el futuro?
Representaremos gráficamente la función y responderemos a las preguntas sobre la misma.  Introduce en  Y1  la fórmula de  g (x):

[image: image17.png]



Represéntala pulsando    ZOOM      6  .

[image: image18.png]



La empresa obtuvo ganancias durante los tres primeros años, aunque en la segunda mitad de ese periodo esas ganancias comenzaron a disminuir

Hace un año  (x  1)  la empresa comenzó a tener pérdidas cada vez mayores, pero hace seis meses que empezaron a ser menores. Desde hace poco tiempo, de nuevo, ha vuelto a haber ganancias y estas van en aumento.
Es posible averiguar con rapidez en que momento la empresa ha dejado de tener pérdidas, buscando el punto de corte de la gráfica con el eje  OX  que está en el intervalo 
(1, 0).

Pulsa    2nd   [CALC]   2  .  Con    (    desplaza el cursor a la izquierda del punto de corte y pulsa    ENTER  .  Desplázalo ahora a la derecha del punto de corte con    (    y pulsa    ENTER      ENTER  .
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La empresa comenzó a tener ganancias, de nuevo, hace  
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  es decir, hace aproximadamente 100 días.

Vuelve a pulsar    GRAPH  .

En la gráfica se observan dos mínimos y un máximo relativos. Utilizamos si es necesario 
  2nd   [CALC]   3    para averiguar la localización y el valor de los mínimos y 
  2nd   [CALC]   4    para el máximo.

El primero de los dos mínimos está en el punto inicial de la gráfica  (4, 0).

El segundo puedes encontrarlo pulsando   2nd   [CALC]   3  ,  colocando el cursor a la izquierda del punto, pulsando    ENTER  ,  desplazando el cursor a la derecha del punto y pulsando    ENTER      ENTER  .

La calculadora devuelve  X  .5,  Y  4.

Busca el máximo pulsando    2nd   [CALC]   4    y siguiendo el mismo procedimiento. La calculadora devuelve  X  2.499999,  Y  5.1428571.

En realidad, el máximo está en  x  2,5.

Por tanto, hace cuatro años, cuando fue creada la empresa, las ganancias, lógicamente, eran 0. Aumentaron durante un año y medio y llegaron a ser de 5 143 euros.

Desde ese momento disminuyeron hasta hace 6 meses  (x  0.5), en que las pérdidas fueron de 4 000 euros.

Actualmente, la situación de la empresa es buena, obtiene unas ganancias de 2 500 euros  (g (0)  2,5 miles de euros)  y la previsión para el futuro es que seguirá mejorando, aumentarán las ganancias.
Observando la tabla de valores, para valores grandes de  x,  la función es creciente y 
g (x) está muy próximo a 9.

Es decir,  
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Para el futuro, se prevé que las ganancias sigan aumentando, manteniéndose siempre inferiores a 9 000 euros.

Ejemplo 2

El Ayuntamiento dispone de una parcela semicircular que va a convertir en una plaza. La plaza tendrá una zona rectangular, inscrita en el semicírculo, pavimentada, con bancos y juegos infantiles, y las partes sobrantes se convertirán en jardines.

El diámetro de la parcela es de 120 m y las zonas ajardinadas tienen un coste doble que las de estancia y paseo.

¿Cómo quedará distribuida la plaza para que el gasto sea mínimo?
La distribución de la plaza tendrá que ser la que se muestra en el gráfico siguiente:

[image: image23.wmf]
Hemos de encontrar una función que permita calcular el gasto en la construcción de la plaza, según las dimensiones del rectángulo.

La superficie de la zona de estar es  2xy (m2).

La de los jardines es  
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Se desconoce el coste del m2 de jardines, pero es el doble que para la zona de estar. Podemos suponer que los costes por m2 son  2k  y  k euros,  respectivamente.

Veremos que estos precios no influyen en las dimensiones del rectángulo.

El Ayuntamiento tendrá que gastar:

2xy · k  (5 654,87  2xy) · 2k euros

Simplificamos esta expresión:

2k [xy  5 654,87  2xy]  2k [5 654,87  xy]

x  e  y  son los catetos de un triángulo rectángulo de 60 m de hipotenusa. Por tanto 
x2  y2  3 600.

Despejamos 
[image: image25.wmf]2

600

3

x

y

-

=

y lo sustituimos en la expresión algebraica del gasto, obteniendo:
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Ahora hemos conseguido una expresión que solo depende del precio de m2 de jardín (2k) y de  x.

Podemos considerar la función:
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Cuando esta función alcance el mínimo, será mínimo el coste de construcción de la plaza,  2k · g (x).

Pulsa    Y    y teclea en  Y1  la función  g (x):

[image: image28.png]



Antes de ver la gráfica de la función, definiremos y visualizaremos una tabla de valores de la función  Y1  que nos permitirá fijar la ventana de visualización de la gráfica.

Como  x  es la mitad del lado mayor del rectángulo ha de ser  0  x  60.  Por tanto, pulsando    2nd   [TBLSET],  introduce  TblStart  0  e  (Tbl  10,  y define la tabla en modo  Auto  para las dos variables  (X  e  Y1).

Pulsa    2nd      TABLE  :

[image: image29.png]



Si desplazas el cursor hacia abajo, verás que la calculadora muestra un mensaje de ERROR, porque el dominio de  g (x)  es  [60, 60].

A la vista de los valores de  X  e  Y1,  representaremos  Y1  en  [0, 60]  [3 000, 6 000].

Pulsa    WINDOW    e introduce los valores:

[image: image30.png]



Pulsa    GRAPH  :

[image: image31.png]



Y1  tiene un mínimo en un punto del intervalo  (40, 50).

Localiza este mínimo y su valor pulsando    2nd   [CALC]   3  ,  como se explica en el ejemplo anterior, obteniendo:

[image: image32.png]



Por tanto, el gasto mínimo se consigue para el valor de  x  que aparece en 
la pantalla. La zona rectangular tendrá  42,426411 · 2  84,85 m  de largo y  
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Para estas dimensiones, el gasto del Ayuntamiento es de  2k · 3 854,87 euros.

Ejemplo 3:

Una marca de helados envasa uno de sus productos en conos que fabrica con círculos de cartón de 10 cm de radio a los que se les corta un sector circular. De todos los envases cónicos posibles, ¿cuál es el que puede contener la mayor cantidad posible de helado?

La solución del problema necesita tener claro el proceso de construcción del cono a partir del círculo. Después es necesario escribir la función que nos da el volumen de los conos que se pueden construir, de la que buscaremos el máximo.

Al círculo de 10 cm de radio se le corta un sector circular de  x  grados y se pegan los dos bordes rectos.

[image: image34.wmf]
El volumen del cono es  V  
[image: image35.wmf]3

1

 · área base · altura,  es decir:  
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En el cono se cumple la relación  102  h2  r2.

Por tanto,  
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Por último, hay que conseguir que el volumen del cono  V,  dependa de la amplitud del sector circular de  x(  que se ha cortado del círculo.

La base del cono es un círculo de radio  r cm. La circunferencia correspondiente se ha formado al pegar los bordes rectos del círculo de radio 10 cm. Luego, la longitud de esa circunferencia es la del sector de 360(  x(  con el que se ha construido el cono.

Sabemos que se cumple la proporción:
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Sustituimos en  V  este valor de  r:
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Simplificando el radicando:
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Esta es la expresión que buscábamos, que nos permite calcular el volumen del cono que se puede construir cortando del círculo de radio 10 cm un sector de  x  grados.

Averigua dónde está el máximo de esta función, teniendo en cuenta que  0  x  360.

Introduce en la calculadora, en  Y1,  la expresión de la función  V (x):
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Antes de representar gráficamente la función, define y visualiza una tabla de valores que te permitirá localizar aproximadamente el máximo, así como los límites adecuados de la ventana gráfica.

Pulsa    2nd   [TBLSET]  e introduce  TblStart  0  e  (Tbl  30.  Selecciona  Auto  para las dos variables  (Indpnt  y  Depend).

Pulsa    MODE    para seleccionar  Degree (grados)  como unidad de medida para ángulos.

Pulsa    2nd   [TABLE] :

[image: image43.png]



Si desplazas el cursor hacia abajo, observarás que los valores de  Y1  aumentan si  x  está en  [0, 60]  y disminuyen si  x  está en  [90, 360].  Parece que el máximo que buscamos puede estar en el intervalo  [60, 90].

Según los valores que aparecen en la tabla, representa la función en [0, 360]  [0, 500].

Pulsa    WINDOW    e introducimos los valores:
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Pulsa   GRAPH  :

[image: image45.png]



En efecto, la función tiene un máximo en [0, 360].

Pulsando    TRACE    y    (    e    (    podrás mover el cursor sobre la gráfica, visualizando en la línea inferior de la pantalla las coordenadas del punto en el que se encuentra (el valor de  x  es el ángulo del sector circular que se ha cortado y el de  y  es el volumen del cono que se obtiene).

Observa que el máximo está entre 61( y 68(.

Pulsa    2nd   [CALC]   4    y ves desplazando el cursor a la izquierda y a la derecha del punto que buscamos y confirmando con    ENTER  ,  según se ha explicado en los ejemplos anteriores.

Así, obtenemos:

[image: image46.png]



El cono de mayor volumen, es decir, de mayor capacidad, lo obtenemos cortando un sector circular en el círculo de radio de 10 cm de 66(, aproximadamente, y el volumen de ese cono será de 403 cm3.

7.5
OTRAS ACTIVIDADES


Puedes usar los procedimientos anteriores para comprobar y resolver algunos de los ejercicios y problemas propuestos de la unidad.

Por ejemplo, los que tienen los números:
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Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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