DERIVE

9.1
CÁLCULO AUTOMÁTICO DE PRIMITIVAS

 

La integral de una función (definida o indefinida) puede obtenerse en  derive  pulsando el icono  Cálculo integral,  [image: image1.bmp].  En la ventana que aparece debes especificar la variable de integración (normalmente  x), si se trata de una integral indefinida (primitiva) o definida (área bajo la curva), y la constante de integración o extremos del intervalo respectivamente.

Introduce  x^2  y luego pulsa  [image: image2.bmp].  Elige integral indefinida con constante  0  y pulsa  Si  para verificar si es lo que buscamos. Por último, halla la primitiva efectiva pulsando  [image: image3.bmp].  Repitelo con constante 5. Observa que el formato cambia. Interpreta el resultado observando el 5 que aparece.
También puede obtenerse desplegando la opción  Cálculo/Integrar...  de la barra de menús, o introduciendo directamente la expresión  INT(f(x), x)  para la integral indefinida o  INT(f(x), x, a, b)  para la integral definida entre  x = a  y  x = b  que se estudia en la próxima unidad.

Halla las siguientes integrales:

(3x+5
(5x^2-4x+1
(3x^2+5 
((3x+5)^2
(3(x+5)^2

(1+x+x^-1+x^-2
((x+2(x+(2x(x

(ax+b
En el último caso no olvides que la variable de integración es  x.

Vuelve a hallar la última integral con variable  a  y  b,  sucesivamente.

Practica

1. Halla con  derive  las primitivas que se piden en la página 209 del libro y compruébalo derivando el resultado.
2. Integra con  derive  xn.  Observa que aparece  x  en el apartado  Variable.  Interpreta el apartado  Constante  que aparece bajo  Integral Indefinida.  Compara el resultado con la expresión que conoces. Si has puesto  0  en  Constante,  ¿qué significa el –1 que aparece en el numerador?
Vuelve a integrar  xn,  pero elige  n  en el apartado  Variable.  Confirma con  Si  en vez de con  Simplificar  para interpretarlo. Obtén finalmente la integral con el icono  [image: image4.bmp].

3. Obtén con  derive  las expresiones de las integrales inmediatas que aparecen en la página 211 del libro:
sin x
cos x
ax 

Halla también la integral de  ex.  El número  e  debes introducirlo con  CTRL+e  o pulsando en  ê.  Distingue  e^x  de  ê^x.

4. Introduce la expresión  [f(x):=3x^2-5x, g(x):=sinx]  y, a continuación, halla las integrales de  kf (x)  y  f (x)+g (x)  con las expresiones  INT(kf(x),x), INT(f(x)+g(x),x). Halla también las integrales de  kg(x),  af (x)+bg(x),  7f (x),  g(x)/5,  3f (x)+2g(x).
Redefine  f (x)  y  g(x)  con otras expresiones y vuelve a calcular las integrales anteriores con las nuevas funciones. Basta que coloques el cursor sobre las expresiones correspondientes y pulses  [image: image5.bmp].

5. Halla las primitivas resueltas y propuestas en las páginas 210 y 211 del libro. Observa que  derive  no incluye una constante de integración  k  en cada primitiva. Tenlo en cuenta.
Piensa que  derive  puede hallar automáticamente integrales indefinidas, pero como medio de aprendizaje no es recomendable utilizarlo directamente. Usa  derive  para comprobar las integrales previamente halladas manualmente o para agilizar cálculos y sustituciones intermedias.

6. Halla la integral de la función:
ê^-x^2

Esta última integral es muy importante.  derive  le asigna un nombre especial  ERF(x).  Sus valores se corresponden con una distribución Normal de probabilidad.

7. Define  f(x):=3x^2+5x  y comprueba las expresiones compuestas de las siguientes integrales inmediatas que aparecen en la página 212 del libro. Recuerda que la derivada  f ’(x)  se introduce con el apóstrofe  ’  y no con el acento  ´.  El número  e  se introduce con  CTRL+e.
f(x)^nf ’(x)
f ’(x)/f(x)
af(x) f ’(x)
êf(x) f ’(x)

sin f(x) f ’(x)
cos f(x) f ’(x)
Redefine la expresión de  f (x)  y repite la práctica.

8. Comprueba los ejercicios resueltos de la página 213 del libro y resuelve los ejercicios propuestos.
9. Comprueba las primitivas de la página 221 del libro. Debes hallarlas primero manualmente.
10. Comprueba las primitivas de la página 222 del libro. Debes hallarlas primero manualmente.
11. Halla las primitivas que se piden en la página 226 del libro (ejercicios 1 a 9).
12. Resuelve el ejercicio 28 de la página 228 del libro. Para ello, introduce  
g(x):=3x^2-2x+5.  La función pedida será  f(x):=INT(g(x), x)+k.  Para hallar  k,  debes introducir y resolver con  [image: image6.bmp]  la ecuación  f(1)=0.
13. Resuelve de forma análoga al ejercicio anterior los ejercicios 29, 30 y 31 de la página 228 del libro.
9.2
CÁLCULO AUTOMÁTICO DE INTEGRALES DEFINIDAS

 

La integral de una función (definida o indefinida) puede obtenerse en  derive  pulsando el icono  Cálculo integral,  [image: image7.bmp].
También puede obtenerse desplegando la opción  Cálculo/Integrar...  de la barra de menús o introduciendo directamente la expresión  INT(f(x), x)  para la integral indefinida o  INT(f(x), x, a, b)  para la integral definida entre  x = a  y  x = b.

Introduce la función  f(x):=3x^2-4.  Para ello, pulsa el icono  [image: image8.bmp],  introduce su expresión y pulsa  Sí  para confirmar. Vamos a hallar la integral de  y = f (x)  entre  x = 2  y  x = 3.  Sitúa el cursor sobre la función que acabas de definir para resaltarla. A continuación, pulsa el icono  Cálculo integral,  activa la opción  Definida  y rellena los valores de los extremos inferior y superior. Por último, pulsa  Sí  para verificar si la expresión se adapta a lo pretendido. Por último, pulsa el icono  Simplificar  y observa el resultado.

Representa el área limitada por el eje  OX  y la curva  y = f (x)  entre  x = 2  y  x = 3.

Repite la práctica anterior entre  x = 0  y  x = 1. ¿Qué significa el resultado negativo?

Halla la integral de  f (x)  entre  x = 0  y  x = 2.

Para comprender los resultados obtenidos en el ejercicio anterior, vamos a representar la función  y = f (x).

Para representarla, resalta la función colocando el cursor sobre ella y pulsa el icono  [image: image9.bmp]  para abrir la ventana de gráficos. Una vez abierta, es necesario volver a pulsar el mismo icono (pero en la ventana gráfica) para que se dibuje realmente la gráfica. Cada vez que se pulse el icono  [image: image10.bmp],  se redibuja la función activa en un nuevo color. Los iconos de la barra de herramientas de la ventana de gráficos permiten centrar la gráfica y hacer zoom.
Comprueba cómo las zonas de “área negativa” se compensan con las de “área positiva” en el último resultado obtenido.

Practica

14. Calcula las integrales de los ejercicios 10 y 11 de la página 227 del libro.
15. Resuelve los ejercicios 18 y 19 de la página 227 del libro.
16. Resuelve el ejercicio 26 de la página 228 del libro. Para ello introduce f (x) en la forma
f(x):=IF(x>1, 2-x, x^2)  y  g(x):=IF(x<-1/2, 1/x, IF(x>3,|x+3|, -x^2+3x))
Representa  f (x)  y  g(x)  para interpretar el ejercicio.
9.3
APROXIMACIÓN AL ÁREA BAJO UNA CURVA

 

Dada una función  f (x),  definida en un intervalo  [a, b],  hacemos una partición en  n  subintervalos. Construimos una aproximación del área bajo la curva o integral, sustituyendo la curva por una poligonal y el área por  n  trapecios.

El proceso es el siguiente:

· Definimos una función:

f(x):=x^3(4x

· Generamos seis puntos  (x,  f (x))  con  x  desde 0 a 5:

VECTOR([x, f(x)], x, 0, 5)

· Generamos las “barras” verticales:

VECTOR([[x,0], [x,f(x)]], x, 0, 5)

· Introducimos las tres expresiones, las simplificamos y las representamos con [image: image11.bmp] (no olvidemos elegir la opción de puntos conectados  Opciones/puntos/unir/sí  del menú de la pantalla de gráficos).

Una aproximación numérica de la suma de los trapecios para una función  f (x)  previamente definida puede obtenerse con la siguiente utilidad en función de un intervalo  
[a, b]  y de  n  subintervalos:

TRAPECIOS(a, b, n):=(b-a)/n(f(a)/2+SUM(f(a+b-ia)/n, i, 1, n-1)+f(b)/2)

Podemos aplicarlo a otra función integrable sin más que cambiar la definición de  f (x).

9.4
FUNCIÓN ÁREA. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. REGLA DE BARROW

 

La integral indefinida,  (f (x),  es una “función área”. Para visualizarlo, vamos a representarla conjuntamente con  f (x).

Introduce la expresión  f(x):=x^3-4x,  pulsa el icono  [image: image12.bmp]  de  Cálculo integral,  elige Indefinida y simplifica. Por último, representa la función obtenida. Analiza los intervalos de crecimiento de la función integral en relación a los intervalos en que  f (x)  es positiva o negativa. Recuerda que la función primitiva no es única.

Elimina las gráficas generadas.

Ahora vamos a generar las dos gráficas simultáneamente. Introduce entre corchetes la expresión  [f(x), INT(f(x), x), 0],  pulsa  Sí  para confirmar y, a continuación, pulsa el icono de  Simplificar  para obtener las expresiones de las funciones. (Se incluye 0 para evitar que  derive  interprete una sola función en coordenadas paramétricas). Mientras están resaltadas, pulsa el icono  [image: image13.bmp]  para representarlas y haz un zoom si es preciso.

Repite la práctica anterior con las siguientes funciones:

f(x):=x^2-2x+2
f(x):=sin x
f(x):=x^3-4x^2+3x

Practica

17. Resuelve como integrales definidas los ejercicios que se resuelven por métodos geométricos en la página 214 del libro.
18. Introduce y representa la expresión  [1, INT(1, x), 0].  Obtendrás la gráfica de la recta  y = 1  y de la función área baja dicha recta entre 0 y  x.  Compáralo con lo que aparece en la página 215 del libro.
Elimina los gráficos anteriores y repite la práctica con las siguientes expresiones:

[2, INT(2, x), 0]
[-x+5, INT(-x+5, x), 0]
[x+3, INT(x+3, x), 0]

observación: El 0 final se incluye para que  derive  no interprete el corchete como una sola función en coordenadas paramétricas.

19. Introduce  la función  f(x):=x^2-2x+2  que aparece en la página 216 del libro.
Define  g(x):=INT(f(x), x).  Se trata pues de una integral indefinida. Halla  
g(3) – g(2)  y compáralo con la integral definida de  f (x)  entre 2 y 3.

Esta propiedad es la  regla de Barrow. Compruébala con otras funciones  f(x).

20. Repite la práctica anterior con los ejemplos resueltos de la página 217 del libro:
f(x):=sin x  en  [0, ]  y en  [, 2]

f(x):=x^3-4x^2+3x  en  [0, 4]

Representa las funciones e interpreta los resultados obtenidos observando las “áreas negativas”

21. Resuelve los ejercicios propuestos en la página 217 del libro.
22. Resuelve los ejercicios 24 y 25 de la página 228 del libro. 
9.5
CÁLCULO DE ÁREAS ENTRE UNA CURVA Y EL EJE  OX
 

Para determinar los intervalos de área “positiva” o “negativa”, es preciso obtener los puntos de corte con el eje  OX.  Para ello, introduce la ecuación  f(x)=0  y pulsa el icono  Resolver,  [image: image14.bmp].

Una vez obtenidos los valores de  x  se introduce en los apartados  Extremo Inferior  y  Extremo Superior  de la integral  Definida  correspondiente.

Halla el área limitada por el eje  OX  y la gráfica de la curva  y=x^2-5x+6.

Introduce la expresión  f(x):=x^2-5x+6.

Resuelve la ecuación  f (x) = 0.

Sitúa el cursor sobre la expresión de  f (x)  y pulsa el icono  [image: image15.bmp]  Cálculo integral.  Elige integral  Definida  e introduce los valores obtenidos (2 y 3) como extremos inferior y  superior.

Recuerda que el área real será el valor absoluto del resultado obtenido.

Si la curva representa más de dos puntos de corte, debes descomponer el área total en recintos donde la función no cambie de signo y sumar los valores absolutos de las  áreas de cada uno. Puedes representar la función para visualizarlo.

Practica

23. Halla el área limitada por el eje  OX  y la gráfica de la curva  y=x^3-9x.
24. Halla el área encerrada entre la curva  y = x2–1,  el eje  X  y las rectas  x = –2  y  x = 3.
Representa conjuntamente la expresión  [x^2-1, x=-2, x=3]  para visualizar la situación.

25. Aplica el mismo proceso a los ejercicios resueltos y propuestos que aparecen en la página  219 del libro.
Representa las funciones para observar los recintos con áreas de distinto signo.

26. Comprueba el ejercicio 3 de la página 223 del libro.
27. Resuelve los ejercicios 12 y 14 de la página 227 del libro.
9.6
CÁLCULO DE ÁREAS ENTRE DOS CURVAS

 

Para hallar el área limitada por dos curvas  y = f (x)  e  y = g(x),  introduce la expresión  h(x):=f(x)-g(x)  y simplifica. Aplica el procedimiento descrito para el área entre una curva y el eje  OX  a la nueva función  h(x).  Compruébalo con el siguiente ejemplo:

Introduce sucesivamente las siguientes funciones: f(x):=x^2+x-2,  g(x):=2x, h(x):=f(x)-g(x)
Resuelve con  la ecuación  h(x) = 0  y halla la correspondiente integral definida entre los límites obtenidos.

Representa simultáneamente  [f(x), g(x), h(x)]  e interpreta gráficamente el resultado obtenido.

observación: Al tratarse de un área, tomaremos el valor absoluto de la integral. Por ello es indiferente considerar  h(x):=f(x)-g(x)  o  h(x):=g(x)-f(x).  Comprueba  que las integrales simplemente cambian de signo. No es necesario conocer  a priori  qué curva “va por encima”.

Practica

28. Comprueba el ejercicio resuelto 2 de la página 220 del libro y resuelve los ejercicios propuestos.
29. Comprueba los ejercicios 6, 7 y 8 de las páginas 224 y 225 del libro.
30. Resuelve los ejercicios 13, 15 y 16 de la página 227 del libro.
31. Resuelve el ejercicio 20 de la página 227 del libro. Introduce la función  f(x):=x+x^2.  La recta tangente será  h(x):=f ’(2)(x-2)+f(2).  Representa  [f(x), h(x), 0]  y determina el área pedida.
32. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, resuelve los ejercicios 21 y 23 de la página 228 del libro.
observación: Las asignaciones de la forma  a:=5  asocian valores a literales que se conservan para futuras operaciones, pudiendo distorsionar resultados. Para inicializar o “limpiar” variables, basta simplificar  a:=.  Es recomendable introducir una herramienta como  INIZ:=[a:=, b:=, c:=, d:=, k:=, m:=, n:=, x:=, y:=]  y simplificarla de vez en cuando para “hacer limpieza”. La expresión  a = 5  es una ecuación y no “deja rastro”; la expresión  a:=5  es una asignación y se mantiene hasta que no se cambie o elimine.
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