CALCULADORA GRÁFICA (TI-83 y TI-83 Plus)

Todas las órdenes y programas están tecleados en TI-83 Plus. Básicamente, en 
TI-82 y TI-83 se teclean de la misma forma.
La notación matricial de la calculadora y las operaciones básicas con matrices han sido expuestas con bastante detalle en el primer apartado de la unidad anterior, ya que su uso era imprescindible para el tratamiento de sistemas de ecuaciones lineales.

2.1
COMPROBACIÓN DE PROPIEDADES

 

Usando la calculadora podremos comprobar las propiedades de las operaciones suma de matrices y producto de un número real por una matriz, si bien estas propiedades resultan bastante evidentes para el alumnado.

Sorprende bastante más el hecho de que el producto de matrices no sea conmutativo y las consecuencias que se derivan de ello: despejar correctamente matrices en una igualdad, realizar potencias del tipo  
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a) Escribe y teclea en la calculadora tres matrices cuadradas del mismo orden, en  [A], [B]  y  [C].

b) Realiza todos los productos de dos factores que puedan hacerse (son seis).

c) ¿Encuentras productos iguales?

Para comprobar igualdades puedes utilizar las opciones del menú proporcionado por  
  2nd    [ TEST ].
Sigue las siguientes instrucciones para conseguirlo:

Pulsa    MATRX     ENTER    para escribir en la pantalla principal  [A],  pulsa ahora
  ×    para multiplicar, y vuelve a pulsar    MATRX  .  Desplaza el cursor a  2: [B]  y pulsa    MATRX  .  Así, tienes en la pantalla  [A]  [B].

Pulsa    2nd    [ TEST ],  coloca el cursor en  1:   y pulsa    ENTER   .  Escribe en la pantalla  [B]  [A]  como hiciste para  A  B.

Si pulsas    ENTER   , verás en la pantalla:
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Si la igualdad fuera cierta, la respuesta de la calculadora habría sido 1 en lugar de 0.

d) ¿El orden de los factores “altera” el producto?

e) Esto significa que el producto de matrices no es conmutativo.

f) No obstante, existen parejas de matrices que sí son conmutables, es decir, es indiferente el orden en que se coloquen para multiplicarlas; se obtiene el mismo resultado.

Por ejemplo, introduce en  [D]  una matriz cuadrada del mismo orden que  [A],  [B]  y  [C],  cuyos elementos sean todos 0 salvo los que están en la diagonal principal, que deben ser iguales.

Haz  [A]  [D]  y  [D]  [A].  ¿Son iguales?

Busca tú otras matrices  D  tales que  A ( D  D ( A.

Se dice, en casos como este, que las matrices  A  y  D  conmutan.

g) Vamos a intentar encontrar todas las matrices que conmuten con  A.  La calculadora puede ayudarnos a resolver el problema.

Debes seguir estos pasos con tu matriz  A:

Queremos que  A ( D  D ( A,  siendo  
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Estas dos matrices producto serán iguales cuando lo sean los nueve elementos que las forman. Esto supone plantear e intentar resolver un sistema de 9 ecuaciones y 9 incógnitas.

Después de igualar los elementos y simplificar las ecuaciones, obtenemos el sistema siguiente:
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Introducimos en la calculadora los coeficientes del sistema en la matriz  [E].  La dimensión es 9 filas ( 10 columnas.

Aplicamos a esta matriz  [E]  la función  rref  de la calculadora, que transforma la matriz  [E]  en otra matriz de un sistema equivalente al que hemos de resolver, pero mucho más sencillo, usando las transformaciones del método de Gauss.

Para ello, desde la pantalla principal, pulsa    MATRX    y desplaza el cursor al menú  MATH. Bajamos el cursor hasta encontrar la función rref(, pulsa
  ENTER  .

Has vuelto a la pantalla principal. Ahora tienes que seleccionar la matriz  E:  pulsa  
  MATRX  ,  baja el cursor hasta  [E]  y pulsa    ENTER  .

Para que los resultados se presenten en forma de fracción, pulsa    MATH    y  
  ENTER  .

Has tecleado la instrucción  rref ([E] ( Frac.

Pulsa    ENTER    y aparecerá en pantalla:
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Los puntos  …  y la flecha   (   que aparecen a la derecha de la pantalla indican que la matriz tiene más columnas y más filas. Pulsando las teclas de mover el cursor, podrás ver el resto de la matriz.

Con cuidado, para no perder ningún elemento, copia la matriz transformada de  [E].  Para el ejemplo es:
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Escribimos ahora las filas de la matriz en forma de ecuaciones:


[image: image10.wmf]0

13

30

13

15

0

13

15

13

25

0

13

10

13

21

0

13

21

13

4

0

13

33

13

3

0

13

3

13

8

=

+

-

=

-

-

=

-

+

+

=

+

-

=

-

-

=

-

-

+

y

x

p

y

x

c

z

y

x

n

y

x

b

y

x

m

z

y

x

a


Los coeficientes de la matriz  D  que buscábamos dependen del valor de  x,  y,  z.

Las matrices  D  que conmutan con  A  tienen la forma siguiente:
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Por ejemplo, para  x  y  0  y  z  k,  
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  (para la que ya hemos comprobado que  A ( D  D ( A).

También, si  x  y  13  y  z  0,  
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Si calculamos  A ( D, obtenemos en pantalla:
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Calculando  D ( A  aparecerá en pantalla la misma matriz resultado de la operación anterior.

h) Con las mismas matrices  A,  B  y  C,  efectúa el producto  A ( (B ( C)  y después  
(A ( B) ( C.  Cuida de no alterar el orden de las matrices.

Has debido obtener el mismo resultado en ambos casos.

Puedes comprobar con otras matrices, cuadradas o rectangulares, que estos dos productos son siempre iguales. En caso de que  A,  B  y  C  sean todas rectangulares, o lo sea alguna, sus dimensiones deben ser tales que se puedan multiplicar.

Todo lo anterior significa que el producto de matrices es asociativo.

i) ¿Qué ocurre si haces  (B ( C) ( A?  ¿Es igual  (A ( B) ( C?  ¿Por qué?

2.2
CÁLCULO DE LA MATRIZ INVERSA
 

La calculadora permite obtener la matriz inversa de forma directa, usando la tecla  
  x1  ,  y mediante el método de Gauss, usando la opción  rref(  del menú  MATH  proporcionado al pulsar    MATRX  .

a) Dada la matriz  
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÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

1

2

2

2

4

2

1

2

1

A

,  si la introduces en la calculadora y en la 
pantalla principal, tecleas  [A]1,  pulsas    MATRX      ENTER      x1    y vuelves a pulsar    ENTER  ,  obtendrás:
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Almacena esta matriz en  [B].  Para ello, pulsa    2nd    [ ENTRY ]    STO  . 
  MATRX  ,  seleccionamos  [B]  y vuelve a pulsar    ENTER  .
Puedes comprobar que  [A]  [B]  y  [B]  [A]  dan como resultado la matriz unidad. 

La matriz  A1  podemos verla en pantalla con los coeficientes expresados en forma de fracción, tecleando  [A]1  (o  [B])  en la pantalla principal y pulsando  
  MATH      ENTER    y, de nuevo,    ENTER  .
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Sin embargo, no es posible almacenar esta matriz con los elementos en forma de fracción.

¿Qué ocurre si no existe matriz inversa? Por ejemplo, introducimos en  [C]  la matriz  
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Al teclear, como antes, en la pantalla principal  [C]1  y pulsar    ENTER  ,  aparece una pantalla de error:
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En efecto,  C  es una matriz singular y no admite inversa. Pulsa    ENTER    para volver a la pantalla principal.

También podría ocurrir que, por error o despiste, pretendiéramos calcular la matriz inversa de una matriz no cuadrada. En este caso, el mensaje de error en la pantalla es  ERR: INVALID DIM.

En los dos casos el mensaje de error indica la inexistencia de matriz inversa.

b) La segunda forma está basada en el método de Gauss y consiste en aplicar la función  rref(  a la matriz  (A|I),  de dimensión   n ( 2n.

En nuestro ejemplo, introduce en  [A]  la matriz de dimensión 3 ( 6, cuyos coeficientes son:
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A continuación, teclea en la pantalla principal rref([A] y al pulsar 
  ENTER    .verás en la pantalla:

[image: image21.png]



Puedes pulsar    (    para ver el resto de la matriz obtenida, que es  (I|A1).

Veamos lo que ocurre si la matriz inicial no tiene inversa. Por ejemplo, introduce en  [A]  la matriz de coeficientes:
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Vuelve a teclear  rref ([A],  o recupéralo pulsado    2nd    [ ENTRY ]  el número de veces necesarias. Al pulsar    ENTER    aparece en pantalla:
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La calculadora no puede conseguir la matriz unidad en la primera mitad de  (A|I);  por tanto, no es posible calcular la matriz inversa de  
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,  como ya habíamos comprobado antes.

Podemos comprobar propiedades como:
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con relativa facilidad.

2.3
RANGO DE UNA MATRIZ
 

Dada una matriz cualquiera, podemos transformarla en otra matriz triangular que tenga el mismo rango (número de filas con algún elemento no nulo), haciendo ceros por columnas, paso a paso, mediante las funciones:  C: rowSwap(,  D: row,  E: row(  y  
F: row,  o directamente mediante  A: ref(.

Todas estas funciones se encuentran en el menú  MATH  proporcionado por la tecla  
  MATRX     y su uso está explicado en la unidad 1.

Por ejemplo, para averiguar el rango de  
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  introduce en  [A],  de dimensión  3 ( 5,  los coeficientes de la matriz dada.

A continuación, teclea en la pantalla principal  ref ([A] y, al pulsar    ENTER  ,  aparece en pantalla:

[image: image30.png]



Pulsando    (    varias veces, podrás ver el resto de la matriz:

[image: image31.png]



La tercera fila tiene todos los elementos iguales a 0, mientras que la primera y la segunda fila tienen elementos no nulos. Por tanto,  ran (A)  2.

La posibilidad de ir haciendo los ceros, paso a paso, empezando por la primera columna, es más lenta, pero quizá ilustra mejor la definición de rango de una matriz como el número de filas que son linealmente independientes, ya que cuando se consigue una fila completa de ceros es porque esa fila era combinación lineal de las otras que forman la matriz.

2.4
PROBLEMAS INTERESANTES CON MATRICES
 

1. Averigua la matriz  X  que cumple la igualdad  ABX  CX  2C,  siendo:
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Intenta resolver también la ecuación matricial  BAY  CY  2C.
Solución: Aplicando las propiedades de las operaciones con matrices,  
X  (A ( B  C)1 ( (2C)

Introduce en la calculadora las matrices  A,  B  y  C,  teclea la instrucción  
([A] [B]  [C])1(2[C])  y pulsa    ENTER  .

Aparece en pantalla:

[image: image33.png]IHTBI=ILT





Para la segunda ecuación no es posible encontrar la matriz  Y,  porque  B ( A  es de orden 2 y no puede calcularse la diferencia  B ( A  C,  pues  C  es de orden 3.

Si tecleas en la calculara  ([B] [A]  [C])1 2[C])  y pulsas    ENTER   , aparece en la pantalla un mensaje de error:
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El mensaje indica que hay un problema con la dimensión de las matrices que pretendemos operar. Pulsando    ENTER    volverás a la pantalla principal.

2. Calcula los elementos que faltan en la siguiente igualdad entre matrices:
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Solución: Si llamas a las tres matrices que aparecen en la igualdad  A,  B  y  C,  respectivamente, puedes escribirla como  A ( B  C.

Aplicando las propiedades del producto de matrices,  A  C ( B1.

Pulsando la tecla    MATRX    y seleccionando  EDIT,  introduce en la calculadora las dimensiones y los elementos de las matrices  [B]  y  [C].

Teclea la instrucción  [C] [B]1.  Pulsando    ENTER   , aparece en la pantalla la matriz  [A]:
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Por tanto,  a  1,  b  6,  c  0  y  d  2.

3. En una ciudad, si un día amanece nublado, la probabilidad de que al día siguiente esté también nublado es 0,6; la probabilidad de que esté lluvioso es 0,1 y la de que esté soleado es 0,3.

Si amanece lluvioso, la probabilidad de que al día siguiente esté también lluvioso es 0,55; la de que esté nublado es 0,2; y la de que esté soleado es 0,25. Por fin, si amanece soleado, la probabilidad de que al día siguiente también esté soleado es 0,75; la de que esté lluvioso es 0,15 y la de que esté nublado es 0,10.

¿Cómo cambiarán estas probabilidades al cabo de 10 días? ¿Será posible que se estabilicen? ¿Cuántos días tendrán que transcurrir para ello?

Solución: Organizamos la información en forma de tabla de doble entrada. Por ejemplo:

[image: image37.wmf]
Llamamos  A  a la matriz de probabilidades:
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Al calcular  A2,  los nueve elementos que obtenemos son las probabilidades de que si hoy está nublado, lluvioso o soleado, pasado mañana esté nublado, lluvioso o soleado, respectivamente. Esta es la idea clave para resolver el problema. Hemos de calcular las sucesivas potencias de la matriz  A.

Para responder a la primera pregunta, calculamos  A10.  Para ello, introducimos en la calculadora la dimensión y los elementos de la matriz  [A],  y calculamos  A10:
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La calculadora nos muestra la primera columna de la matriz  A10.  Pulsando la tecla  
  (    de mover el cursor veremos el resto. Colocando el resultado en una tabla como la del principio, tendremos:

[image: image40.wmf]
Observa que las probabilidades de que dentro de 10 haga un día nublado, lluvioso o soleado, son “casi” iguales, independientemente de que hoy esté nublado, lluvioso o soleado. Es decir, en la predicción del tiempo para un día determinado influyen bastante los 2 ó 3 días anteriores, pero a medida que nos alejamos de un día concreto las probabilidades se estabilizan en torno a tres valores.

Comprobamos esto último calculando, por ejemplo,  A25:

[image: image41.wmf]
En nuestro problema, calculando  A28  se obtienen valores con 9 cifras decimales iguales; la décima cifra, la última que proporciona la calculadora, varía en alguno de los nueve elementos de la matriz.

4. (Problema tomado de PAULOS, John Allen, “Un matemático lee el periódico”, Tusquets Editores).

Las relaciones en un grupo de personas pueden representarse usando una matriz llamada de incidencia, cuyos elementos son 0 ó 1.

Si el elemento de la fila  i  y la columna  j  es 1, es que la persona  i  conoce a la persona  j;   si el elemento es 0, es que la persona  i  no conoce a la persona  j.  La matriz tendrá tantas filas y columnas como personas formen el grupo, y los elementos de la diagonal principal serán todos 1. Puede ocurrir que el elemento  (i,  j)  sea 1 y que el (j,  i)  sea 0  (i  conoce a  j,  pero  j  no conoce a  i),  o viceversa.

En un grupo de 6 personas se dan las relaciones representadas en la siguiente matriz de incidencia:
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a) Interpreta las relaciones que aparecen en la matriz.

Hay una persona que no conoce a nadie. ¿Quién es? ¿Cuál es el número máximo de personas conocidas por cada una?

b) Interpreta las columnas de la matriz.

Hay una persona a la que no conoce nadie. ¿Quién es? ¿Cuál es el número máximo de personas que conocen a cada una?

c) Si estas seis personas asisten a una reunión, se establecerán nuevas relaciones a través de los conocidos de cada uno. Averigua cuáles son y escribe la matriz de incidencia.

d) Calcula el cuadrado de la matriz inicial. Ahora hay menos elementos nulos que en la primera y estos coinciden con los que has obtenido en c).

e) Sigue calculando potencias e interpreta lo que significan los elementos de estas matrices.

2.5
OTRAS ACTIVIDADES


Puedes usar los métodos anteriores para comprobar y resolver los ejercicios de la unidad 2.

Por ejemplo, los que llevan los números:

1 ( 2 ( 6 ( 7 ( 16 ( 18 ( 20 ( 21 ( 22 ( 23 ( 24 – 25 ( 28 ( 30 ( 31 ( 40 ( 45 
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