CALCULADORA GRÁFICA (TI-83 y TI-83 Plus)

Todas las órdenes y programas están tecleados en TI-83 Plus. Básicamente, en 
TI-82 y TI-83 se teclean de la misma forma.
Utilizando la calculadora gráfica podremos, con rapidez, calcular tasas de variación media de una función en cualquier intervalo y en cualquier entorno de un punto, y averiguar el límite de esas tasas cuando la anchura del intervalo tiende a 0, es decir, la tasa de variación instantánea, o derivada de la función en el punto.

Así mismo, podremos visualizar la gráfica de la función y la de la recta tangente en un punto, si es que existe, y comprobar la relación de esta recta con la derivada.

Aunque el modelo  TI-83  no realiza cálculo simbólico, si permite visualizar la gráfica de la función derivada.

9.1
TASAS DE VARIACIÓN MEDIA Y DE VARIACIÓN
INSTANTÁNEA

 

Ejemplo 1
Calcula la tasa de variación media de la función  
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  en los intervalos
[0,5; 3]  y  [0,75; 1,25].

Introduce en  Y1  la expresión de  f (x)  y en  Y2  la fórmula para calcular la tasa de variación media en un intervalo  [A, B].
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Para introducir  Y1 (B),  teclea:

  VARS      (      ENTER      1      (      ALPHA    [B]    )  .
Análogamente haremos para  Y1 (A).

Pulsa    2nd   [QUIT]  para salir del editor de funciones y volver a la pantalla principal.

Pulsando    CLEAR    borrarás esta pantalla.

Introduce ahora los valores de  A  y  B,  tecleando:

0.5    STO      ALPHA    [A]    ENTER  .
3    STO      ALPHA    [B]    ENTER  .
El valor de la tasa de variación media en  [0,5; 3] (Y2)  lo obtendrás tecleando:

  VARS      (      ENTER      2      ENTER  .
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Para obtener la tasa de variación media en  [0,75; 1,25]  solo tienes que modificar los valores de  A  y  B,  introduciéndolos como has hecho antes:

Pulsa    2nd   [ENTRY]  hasta que aparezca  Y2  en la pantalla y pulsa    ENTER  .
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Del mismo modo, se podría calcular  T.V.M.  en otros intervalos y, pulsando    Y=    y modificando la expresión de  Y1,  para otras funciones.

Ejemplo 2

Calcula la tasa de variación intantánea de  
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  en los puntos  a = 1  y  a = 3.

Ya tenemos en  Y1  la expresión de  f (x).  Introducimos en  Y2  la expresión 
(Y1(A+X)–Y1(A))/X,  de forma análoga a como lo hicimos en el ejemplo anterior. Desactivamos la función  Y1  para obtener sólo valores de  Y2  que serán tasas de variación media en intervalos  [A, A + X].

Pulsa    2nd   [QUIT]  para volver a la pantalla principal e introduce el primer valor de  A,  1  A,  y pulsa    ENTER  .

Ahora pulsa    2nd   [TBLSET]  para definir la tabla de  T.V.M.  en  [1, 1 + X],  dando a  X  valores pequeños positivos  (X  0+)  y negativos  (X  0–).

La definición de esta tabla puede ser la misma para todas las funciones, en cualquier punto  A.
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Pulsando    2nd   [TABLE]  verás:
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Las  T.V.M.  en los intervalos  [1, 1 + 0,01],  [1, 1 + 0,009],  [1, 1 + 0,008],  etc. son  0,0135; 0,01216; 0,01082;  etc, respectivamente. Si desplazas el cursor hacia abajo, observarás que estas tasas tienden a 0 cuando  x  tiende a 0 por la derecha.
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Para  x = 0  la calculadora presenta un mensaje de ERROR porque  Y2  no está definida, y para valores negativos de  x  aparecen las  T.V.M.  en los intervalos  [1 – 0,001, 1],  
[1 – 0,002, 1],  etc.

Podemos afirmar que  
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,  es decir, que  f ’ (1) = 0.

Para calcular la  T.V.I.  en  a = 3  basta con volver a la pantalla principal, pulsando 
  2nd   [QUIT],  e introduicr el nuevo valor de  A (3  A)  y pulsar    ENTER  .

Vuelve a pulsar    2nd   [TBLSET]  para comprobar los valores iniciales de la tabla (TblStart = 0.01  e  (Tbl = –0.001)  o modificarlos, y pulsa    2nd   [TABLE].
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Desplazando el cursor hacia abajo, verás que:
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Para aproximarnos más al valor de este límite podrías introducir  TblStart = 0.001  e (Tbl = –0.0001,  después de pulsar    2nd   [TBLSET].

Así,  
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9.2
INTERPRETACIÓN GRÁFICA DE LAS TASAS DE VARIACIÓN MEDIA E INSTANTÁNEA: RECTAS SECANTES Y 
RECTA TANGENTE

 

Podemos comprobar gráficamente que la  T.V.M.  de una función en un intervalo 
[A, A + X]  es la pendiente de la recta secante a la gráfica de la función que pasa por los puntos cuyas abscisas son  A  y  A + X.

Vamos a utilizar como ejemplo la función del apartado anterior  
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  y el punto de abscisa  A = 1.

Pulsando    Y=    tenemos en el editor de funciones la función  Y1,  en  Y2  la expresión para calcular la  T.V.M.  en [A, A + X] y vamos a introducir en  Y3  la ecuación de la recta que pasa por el punto  (A, Y1 (A))  y cuya pendiente es  Y2 (0,25).
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Mantén activadas únicamente las funciones  Y1  e  Y3.  Así veremos en la pantalla la gráfica de  
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  y de la recta  Y3.

Pulsa    2nd   [QUIT]  para salir a la pantalla principal e introduce el valor de 
A (1  A),  tecleando    1      STO      ALPHA      A  .

Pulsa    ZOOM      6    y verás aparecer la gráfica de la función y después, lentamente, la recta  Y3:
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Vamos a acercarnos al punto  (1, Y1 (1))  pulsando    ZOOM      1    y definiendo una ventana que contenga a la parte de gráfica en que se cortan  Y1  e  Y3.  Pulsa    (    hasta estar por encima de  y = 3  y pulsa    ENTER  .  Pulsa, ahora,    (    y    (    para definir el ancho y alto de la ventana, y    ENTER  .
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Aún podrías acercarte más, volviendo a usar    ZOOM      1  ,  para comprobar que 
Y3  es una recta secante a la gráfica de  Y1  y que pasa por  (1, e).

Puedes dibujar tantas rectas secantes como quieras sin más que pulsar    Y=    y cambiar en  Y3  el valor 0.25 por otro. Hay que tener la precaución de pulsar    2nd   [INS]  para introducir insertando el nuevo valor y después, con    DEL  ,  borrar el valor antiguo, pues si no al teclear directamente borraremos caracteres de la expresión de  Y3.  Recordamos que para introducir valores negativos comenzaremos pulsando    (–)  ,  no    –  .

Si decides cambiar al valor de  A,  pulsa    2nd   [QUIT]  desde el editor de funciones o desde la pantalla gráfica, y almacena el valor nuevo como hiciste antes.

Puedes, incluso, visualizar más de una recta secante, simultáneamente, introduciendo en  Y3  una lista de números.

Por ejemplo, visualiza las rectas correspondientes a los intervalos [0,75; 1], 
[1; 1,25]  y  [1; 1,5].

Para esto, pulsa    Y=  ,  coloca el cursor sobre el primer carácter del valor 0,25 anterior y pulsamos    2nd   [INS].

Ahora introduciremos la lista  {–0,25; 0,25; 0,5},  tecleando:

  2nd      {      (–)    0.25    ,    0.25    ,    0.5    2nd      }    y borrar, con    DEL  ,  el valor 0,25 que tenía.

Pulsa    GRAPH    o    TRACE  .
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Visualiza ahora la recta tangente en el punto  (1, e),  cuya pendiente es el límite de las  T.V.M.  en los intervalos  [1, 1 + X]  (o [1 + X, 1]  si  x < 0)  cuando  X  0.

Pulsa    2nd   [DRAW],  y selecciona la opción  5:Tangent(,  teclea la abscisa del punto en el que quieres visualizar la tangente,    1    y   ENTER  .

En el gráfico anterior verás aparecer la recta tangente pedida y en las dos líneas inferiores de la pantalla, la abscisa,  x = 1,  y la ecuación de dicha recta, 
y = –9,061E –7x + 2,71828273.
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En el apartado anterior habíamos averiguado que la  T.V.I.  en  A = 1  era 0, y ese valor debe ser la pendiente de la recta tangente en  A = 1.

La pendiente de la recta que muestra la calculadora no es 0, aunque el valor es muy próximo. Esto se debe al método de cálculo aproximado que utiliza la calculadora. La ordenada en el origen de dicha recta muestra las 9 primeras cifras de  e.

Si pulsas    MODE    y en la segunda línea situas el cursor sobre el 4, por ejemplo, la calculadora te devolverá resultados numéricos con cuatro cifras decimales.

Pulsa    ENTER    y    GRAPH    y vuelve a visualizar la ecuación de la recta tangente, pulsando    2nd   [DRAW]    5      1      ENTER  .

Ahora tienes  Y = 0X + 2.7183  como ecuación de dicha recta.

Puedes repetir todo este proceso para cualquier otra función en otro punto sin más que modificar la expresión de  Y1  y almacenar el nuevo valor de  A.

9.3
GRÁFICA DE LA FUNCIÓN DERIVADA

 

La calculadora tiene dos opciones para calcular el valor de la derivada en un punto:

  2nd   [CALC]  6:dy/dx  y    MATH   8:nDeriv(
La primera se utiliza directamente sobre la gráfica de la función y la segunda nos permitirá, desde el editor de funciones, representar gráficamente las derivadas sucesivas de cualquier función.

Por ejemplo, dada la función  f (x) = x3 – 5x2 + 9,  introduce su expresión en  Y1, desactivando el resto de funciones del editor.

a) Pulsa    ZOOM      6    y obtendrás su gráfica.

Para obtener el valor de su derivada en un punto pulsa    2nd   [CALC]   6  .  Ahora puedes desplazar el cursor (que está en (0, 9)) con    (    y    (  .
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Al pulsar    ENTER    verás:
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Por tanto,  f ’(1,0638) = 7,2431.  Obtenemos resultados numéricos con 4 cifras decimales porque la calculadora está trabajando con esa cantidad de cifras. Pulsando 
  MODE    puedes determinar ese número. Selecciona  Float  en la segunda línea y así estaremos en el modo de coma flotante.

b) De otra forma, puedes volver a pulsar    ZOOM      6    y    2nd   [CALC]   6  . Teclea ahora el valor de la abscisa donde quieres calcular la derivada.

Por ejemplo, 2.5   ENTER    y obtendrás:
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c)
Con la opción    MATH    8:nDeriv(, el procedimiento sería el siguiente:

Pulsa    MATH      8    y teclea la función de la que quieres calcular la derivada, la variable con respecto a la que se deriva y el punto. En nuestro ejemplo:

  VARS      (      1      1      ,      X , T, ...      ,    2.5    ENTER  .
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Aparecerá en la última línea de la pantalla el valor para  f ’ (2.5)  obtenido antes.

Puedes teclear la instrucción anterior,  nDeriv (Y1, X, 2.5),  desde la pantalla principal y pulsar    ENTER  .

El valor de la derivada de  Y1 = x3 – 5x2  9  en  x = 2,5  es –6,25, el resultado que presenta la calculadora (-6.249999) es debido a los métodos de cálculo que utiliza. Puedes, pulsando    MODE  ,  seleccionar menos cifras decimales y obtendrás -6.25 en la pantalla.

La opción    MATH    8:nDeriv,  que es más incómoda que    2nd   [CALC] 6:dy/dx  para calcular el valor de la derivada de una función en un punto, nos permitirá representar gráficamente las derivadas sucesivas de  Y1.

Pulsa    Y=    e introduce en  Y2  la expresión  nDeriv (Y1, X, X),  tecleando  
  MATH      8      VARS      (      1      1      ,      X, T, ...      ,      X, T, ...      )  .

Pulsa    ZOOM      6    y verás aparecer, primero, la gráfica de  Y1  y después la de su función derivada (una parábola).
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Pulsando    TRACE    podrás recorrer la gráfica de  Y1,  con    (    y    (  ,  y pulsando  
  (    o    (    podrás moverte sobre la gráfica de la derivada y visualizar las coordenadas de los puntos por los que va pasando el cursor, cuya ordenada te da el valor de la derivada de  Y1  en el punto de abscisa  x  que estamos viendo.
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Usando    2nd      TBLSET    y    2nd      TABLE    puedes visualizar tablas de valores de  Y1  y de  Y2 = nDeriv (Y1, X, X)  en modo automático o manual, o bien solo de  Y2  desactivando  Y1  en el editor de funciones.

Tecleando en  Y3  la expresión  nDeriv (Y2, X, X)  como hiciste antes, podrías visualizar la gráfica de la derivada segunda de  Y1.

9.4
FUNCIONES NO DERIVABLES

 

Ejemplo 1

¿Cuál es la tangente y el valor de la derivada en  x = 0  para las funciones  
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Introduce en  Y1  la expresión  
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   y pulsa    ZOOM      6  .

Teclea    2nd      DRAW      5    para representar la recta tangente.
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El cursor está en el punto  x = 0,  y = 0.  Pulsa    ENTER  .  La calculadora muestra un mensaje de error  (ERR: NONREAL ANS):  no puede encontrar la tangente en  
x = 0. Pulsando    2    volverás al editor de funciones.

Puedes activar  Y2 = nDeriv (Y1, X, X)  y visualizar una tabla de valores para  Y1  e  Y2  con valores de  x  muy próximos a  x = 0.

Pulsa    2nd      TblSet    e introduce  TblStart = 0  y  (Tbl = 0.001.  Pulsa  
  2nd      TABLE    y observa que los valores de  Y2  se hacen grandes cuando  x  tiende a 0, y que para  Y2 (0)  la calculadora muestra un mensaje de error.

La calculadora no admite, cuando se trabaja con la opción  nDeriv,  incrementos de la variable menores que 10–3. No es posible visualizar la recta tangente en  x = 0, que es vertical y que sería la que buscamos.

Tampoco es posible calcular  y’ (0),  que es  +.

Pulsa    Y=    para modificar la expresión de  Y1  e introducir  
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.  Activa  Y2  para representar, simultáneamente, las gráficas de  Y1  y de su derivada.

Pulsa   MODE    y selecciona  Dot.  Pulsa    ZOOM      6  .
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A la vista de la gráfica,  pulsa    WINDOW    e introducir los valores  Xmin = –1  y 
Xmax = 1,  y pulsa    GRAPH  .

Observa que  x = 0  es una asíntota vertical de la función derivada de  Y1  y que  Y2  no existe en  x = 0;  por tanto, no existe recta tangente para  x = 0  de  Y1.

No obstante, pulsa    2nd   [DRAW]   5  .

Aparece la gráfica de la función y de su derivada, como antes, y el cursor en  x = 0,  
y = 0.  Pulsa    ENTER  .
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La calculadora nos devuelve como recta tangente  ¡y = 0!

A la vista de este ejemplo, hemos de ser muy cuidadosos con los valores de la derivada de una función en los puntos en los que no es derivable.

Es recomendable utilizar la opción    ZOOM      1    para estudiar la gráfica de la función y de su derivada en estos puntos.

De manera análoga se comporta la función  
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Ejemplo 2

Dada la función  
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,  estudiar la existencia de recta tangente y de derivada de  x = 2.

Introduce en  Y1  la expresión de  f (x)  y activamos  Y2.
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Pulsa    MODE    y selecciona  Dot.  Pulsa    ZOOM      6  .  La gráfica que obtenemos es poco clara. Vamos a modificar la ventana de visualización, pulsando    WINDOW    e introduciendo los valores  Xmin = 0,  Xmax = 8,  Ymin = –5,  Ymax = 30  e  Yscl = 5.
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Según la gráfica no existe derivada de  f (x)  en  x = 2,  ni recta tangente.

Si pulsas    2nd      DRAW      5    y tecleas    2      ENTER  ,  aparece en pantalla una recta que pasa por el punto  (2, 20)  y de pendiente 6,748.

[image: image37.png]



Esta solución que da la calculadora contradice el comportamiento de la función derivada en  x = 2,  en el que no existe.

9.5
OTRAS ACTIVIDADES


Puedes usar los procedimientos anteriores para comprobar y resolver algunos de los ejercicios y problemas propuestos de esta unidad.

Por ejemplo, los que tienen los números:
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